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A ma femme Hayat 



PREFACE 

The aim of these lecture notes is to provide the reader with some basic notions 
and methods useful in the study of multicomponent fluid flows where the species are 
distributed into one or several phases. These flows are generally the seat of transport 
processes interacting with chemical reactions. In addition, instabilities may be present. 

The four first chapters deal with general topics : constitutive relations and 
macroscopic balance equations of mixtures, transport phenomena and chemical kinetics, 
and basic principles of similarity analysis. 

Coupled phenomena are described in Chap. 5 with regard to chemical 
relaxation, thermodiffusion and the Marangoni effect. Chapter 6 treats turbulence with 
a reactive or non-reactive fluid. Chapter 7 is devoted to the study of chemical reactors : 
ideal reactors, macromixture and micromixture, as well as plane adiabatic deflagration 
waves. The following situations are studied in the last four chapters : fluid and boundary 
layers, reactive and non-reactive waves, interfacial phenomena and multiphase flows. 

Parts of this work were used in a postgraduate course at the D~partement de 
Physique des Liquides de I'Universit~ Pierre et Marie Curie (Paris 6) and in the 
mechanics option at the Ecole Polytechnique. But this book is also intended for the 
researcher or the engineer who wishes to treat real fluid problems. 

The author is indebted to all the people who have, in several ways, contributed 
to the outcome of this book : Professors M. Barr~re, P. Germain and L.G. Napolitano have 
played a very important role in my knowledge of aerothermochemistry, Professor E. 
Guyon helped me to prepare the postgraduate course mentioned earlier and Professor 
R.K. Zeytounian urged me to publish these notes. My thanks also go to F. Dupoirieux and 
to Mrs F. Baillot, who reread the text in fine detail, to Mrs M. Fleury and Ms C. Dupont, 
who ensured the careful typing of the manuscript and to J.P. Caressa, the Director of 
the Laboratoire d'A(}rothermique du C:N.R.S who has encouraged me greatly. 

Paris, March 1988 



TABLE DES MATIERES 

Pages 

INTRODUCTION ..................................................................................................................... 1 

CHAPITRE 1 : EQUATIONS D'ETAT ......................................................................................... 3 
1. D~finition des var iables d'~tat d'un m~lange ............................................................ 3 
2. Fonctions thermodynamiques et lois d'~tat des fluides simples .............................. 7 
3. Propri~t~s des m~langes .......................................................................................... 15 
4. M~lange r~actif ........................................................................................................ 23 
5. Tension superficielle ............................................................................................... 27 

CHAPITRE 2 : PHENOMENES DE TRANSFERT. CINETIQUE CHIMIQUE ................................... 32 
1. G~n~ralit~s sur les ph~nom~nes irr~versibles ........................................................ 32 
2. Presentation des coefficients de transfert par la thermodynamique des processus 

irr~versibles ........................................................................................................... 39 
3. Presentation des coefficients de transfert par la th~orie cin~tique des gaz 

~l~mentaire .............................................................................................................. 42 
4. Elements de cin~tique chimique ................................................................................. 47 

CHAPITRE 3 : EQUATIONS DU BILAN DES ECOULEMENTS REACTIFS ...................................... 50 
1. Passage au continu : exemple du transfert thermique dans un milieu continu au 

repos .......................................................................................................................... 50 
2. Rappels sur les notions de d~riv~es particulaire et de d~formation ......................... 52 
3. Bilan de masse de resp~ce j, Bilan de masse global ................................................... 53 
4. Equation g~n~rale du bilan d'une propri~t~ F ............................................................ 55 
5. Bilan de la quantit~ de mouvement  ............................................................................ 57 
6. Bilan de I'~nergie ....................................................................................................... 57 
7. Flux et production d'entropie dans un syst~me discret ............................................ 59 
8. Bilan de I'entropie en milieu continu ....................................................................... 62 
9. Surfaces de discontinuit~ en milieu continu ............................................................. 63 
10. Autres m~thodologies pour les bilans ..................................................................... 64 

CHAPITRE 4 : NOMBRES SANS DIMENSION, SIMILITUDE ........................................................ 68 
1. EI6ments d'analyse dimensionnel le. Groupements ]-[i ............................................... 68 

2. Simil i tude .................................................................................................................. 72 
3. Recherche analyt ique des solutions d'un probl~me de transfert thermique 

(solution auto-semblable) ...................................................................................... 75 
4. Quelques nombres sans dimensions ........................................................................... 78 

CHAPITRE 5 : PHENOMENES COUPLES ................................................................................... 80 
1. G~n~ralit~s ................................................................................................................. 80 
2. Couplage entre cin6tique chimique et ~coulement : f luide compressible r~actif ...... 83 
3. Transfert thermique et diffusion .............................................................................. 87 
4. Osmose thermique. Minimum de production d'entropie ............................................ 89 
5. Tension superficielle et viscosit~ ............................................................................. 92 



VIII 

CHAPITRE 6 : NOTIONS SUR LES ECOULEMENTS TURBULENTS ............................................... 98 
1. Le r~gime turbulent ................................................................................................... 98 
2. Instabilit~s de I '~coulement laminaire ...................................................................... 102 
3. Coefficients de transfert et cin~tique chimique turbulents (th~orie statistique 

simplifi~e) ................................................................................................................ 106 
4. Quelques dOfinitions relatives ~. la turbulence .......................................................... 110 
5. ModOles en k - ~ (fermeture pour les termes de transfert) .................................... 112 
6. Analyse spectrale et th~orie de Kolmogorov .............................................................. 113 
7. Classification des r~gimes turbulents de combustion ............................................... 118 
8. Notions sur les fonctionnelles de distribution de probabilit~ (fermeture pour les 

termes de production) ............................................................................................... 120 
9. Exemple de r~solution complete d'un problOme d°~coulement turbulent r~actif ....... 122 

CHAPITRE 7 : REACTEURS CHIMIQUES .................................................................................... 126 
1. R~acteurs id~aux. R~acteurs r~els ............................................................................. 126 
2. ROacteur chimique homogOne ~, m~lange parfait ........................................................ 127 
3. Distribution des temps de s~jour ............................................................................... 138 
4. Onde de dOflagration .................................................................................................... 143 

CHAPITRE 8 : COUCHE LIMITE ET COUCHES FLUIDES ............................................................... 150 
1. Couches limites instationnaires ................................................................................. 150 
2. Ecoulements stationnaires d'un fluide visqueux incompressible entre deux 

cylindres coaxiaux ..................................................................................................... 153 
3. Couche limite laminaire incompressible stationnaire au-dessus d'une plaque plane 162 
4. Couches limites laminaires stationnaires avec r~actions chimiques au-dessus 

d'une plaque plane ....................................................................................................... 171 
5. Le disque tournant ....................................................................................................... 179 
6. Couche limite turbulente et analyse dimensionnel le ................................................. 188 

CHAPITRE 9 : ONDES REACTIVES ET NON REACTIVES ................................................................. 197 
1. Considerat ions thermodynamiques .............................................................................. 197 
2. Ondes continues et discontinues en milieu barotrope ................................................. 203 
3. Vitesse d'un choc droit gOn(~r~ par un piston .............................................................. 208 
4. Petits mouvements d'un fluide en thOorie lin~aris~ ................................................... 212 
5. Les relations de Rankine-Hugoniot  ............................................................................. 221 
6. Structure de I°onde de d~tonation plane stationnaire .................................................. 228 
7. Ondes sph6riques ......................................................................................................... 235 

CHAPITRE 10 : PHENOMENES D'INTERFACE .............................................................................. 244 
1. Types d'interface ......................................................................................................... 244 
2. Mouvement  et champ de d~formation de la zone interfaciale ...................................... 246 
3. Forme g~n~rale des bilans interfaciaux ..................................................................... 260 
4. Interfaces de Gibbs ...................................................................................................... 266 
5. Flammes de pr~mOlange .............................................................................................. 269 
6. Couches limites ........................................................................................................... 282 
7. Interfaces pr~sentant une r~sistance au pl issement .................................................. 286 

CHAPiTRE 11 : NOTIONS SUR LES ECOULEMENTS POLYPHASIQUES ........................................... 294 
1. ModOle simplifi~ d'~coulement avec particules .......................................................... 295 
2. Probl~mes ~, I'~chelle d°une particule .......................................................................... 309 

BIBLIOGRAPHIE .......................................................................................................................... 326 



INTRODUCTION 

L'A~ronautique et I'espace, I'industrie chimique, les fours industriels, le g~nie nucl~aire, 
la production de gazet d'~lectricit~, rautomobile et bien d'autres domaines sont concern~s par 
les Ocoulements hOt~mgOnes et r~actifs. Soit que les r~actions chimiques sont une ~tape 
nOcessaire du proc~d~ comme en g~nie chimique ou en combustion, soit que ces rOactions sont 
la consequence du mouvement d'engins spatiaux ou atmosph~riques provoquant un ~chauffement 
intense au voisinage des parois ou qu'elles se produisent en aval d'ondes de choc intenses. 

Les dcoulements r~actifs pr~sentent des hdtdrogdn~itds ou des gradients de concentration, 
de tempdrature, de vitesse, sources de ph~nomOnes de transferts tels que la conduction 
thermique, la diffusion ou la viscositb. L'existence de ces multiples phOnom~nes couplds entre 
eux et avec la convection rend difficile I'~tude de ces Ocoulements. Leur moddlisation a 
progress~ principalement avec la conqu~te de I'espace qui a fait nattre une science nouvelle : 
I'a~rothermochimie et avec les progr~s rdalis~s en g~nie chimique et en g~nie des procOd~s. Les 
m~thodes mises en oeuvre, les ph~nom~nes dtudi~s, les objectifs poursuivis diffOrent d'un 
domaine ~ I'autre, mais les r~sultats obtenus ont enrichi consid~rablement la connaissance des 
~coulements rdactifs. II peut ~tre parfois intdressant et f~cond d'utiliser, pour ~tudier tel ou 
tel phdnomOne, simultan~ment et en parall~le les m~thodes, du gdnie chimique et celles de 
I'a~rodynamique. 

L'objectif de cet ouvrage est de faire connattre au lecteur un certain nombre de notions de 
base et de m~thodes ndcessaires pour dtudier cos ~coulements. La plupart des chapitres ont fait 
I'objet de cours de troisiOme cycle darts le cadre du DEA de physique des liquides de I'UniversitO 
Pierre et Marie Curie (Paris VI) ou de sOminaires d'option de mdcanique ~. I'Ecole 
Polytechnique. II s'agit donc d'un ouvrage p~dagogique qui se veut branch~ sur les recherches 
r~centes. 

Les ~coulements consid~r~s obdissent gdndralement au principe de I'Otat local, ce qui 
exclut les d~s~quilibres trop intenses mais permet de prendre en compte un tr~s grand nombre 
de cas d'irrdversibilitds. Les ph~nom~nes Olectromagn~tiques et le rayonnement ne sont pas 
~tudi~s. L'ambition de ce manuel est donc limitOe, mais nous pensons qu'il constitue n~anmoins 
un outil intdressant pour I'~tudiant, le chercheur ou I'ing~nieur qui d~sirent aborder les 
pmbl~mes d'~coulements r~actifs. 

Le premier chapitre est consacr~ ~. la description des fluides ou des m~langes de fluides oe 
chaque constituant est 8 I'~quilibre thermodynamique. Les r~gles de base de la 
thermodynamique y sont rappel~es et les lois d'~tat des m~langes homog~nes ou h~t~mg~nes y 
sont pr~sent6es. 

Dans le second sont ~tudi~es les lois compl~mentaires qu'il convient de connaTtre pour 
aborder les irr~versibilitOs. Les principes de base de la thermodynamique des processus 
irr~versibles et ceux de la cin~tique chimique y sont pr6sent~s et la th~orie cin~tique des gaz 
simplifiOe permet d'Ovaluer les variations des coefficients de transfert en fonction de la 
temperature. 



Les Oquations du bilan des mOlanges fluides en mouvement sont ~tablies au chapitre trois 
pour le milieu continu ou en prOsence de discontinuit~s simples. Le bilan d'entropie est 
d~termin~ en milieu continu ou pour des systOmes discrets, Enfin une place est faite aux bilans 
de population trOs utiles au g~nie chimique. 

Les principes de base de ranalyse dimensionnelle sont pr~sent~s et illustr~s au chapitre 4 
qui comprend un tableau non exhaustif des nombres sans dimension couramment utilis~s. 
L'analyse dimensionnelle nous a sembl~ ~tre un outil remarquable pour aborder ou 
approfondir toute une s~rie de questions dont une partie sera examinee dans les chapitres 
suivants. Couplages et interactions entre divers processus sont 0voqu~s au chapitre 5 ~. propos 
d'exemples portant sur la relaxation chimique, la thermo-diffusion, I'osmose thermique, 
I'effet Marangoni. 

Dans le chapitre 6 sont pr~sent~es des notions sur les ~coulements turbulents. II s'agit 
d'abord de fluides purs puis de m~langes r~actifs. Les theories classiques sont rappel~es ainsi 
que les modules couramment utilis~s ; module k - ~, th~orie de Kolmogorov, fonctionnelles de 
distribution de probabilitY. Une place particuli~re est faite ~. la combustion. 

L'~tude des r~acteurs chimiques est abord~e au chapitre 7 o~J est ~tudi~ d'abord un r(}acteur 
ideal ~ m~lange parfait en r~gime stationnaire et instationnaire. L'~tude du macrom~lange et du 
microm~lange viennent ensuite. Ces notions sont indispensables dans le cas de r~acteurs r(}els 
et s'appuient sur les bilans de population ~tablis au chapitre 3. Le cas de I'onde de d~flagration 
laminaire, plane et adiabatique est ~tudi~ ensuite comme un r~acteur chimique & I'aide de 
I'approximation de Shvab-Zeldovich. 

Le chapitre 8 est relatif aux couches limites et aux couches fluides fr~quemment 
rencontr(~es dans les ~coulements en presence d'obstacles ou de parois. Divers cas, 
stationnaires ou instationnaires, incompressibles ou non, stables ou instables, avec ou sans 
soufflage ou aspiration ~. la paroi sont d'abord pr~sent~s dans le cas de fluides purs. Les 
ph~nomt~nes de diffusion apparaissent ensuite ~l propos de parois planes, du disque tournant. Le 
probl~me d'Emmons est traitS. Divers cas de couche limite turbulente sont (}voqu~s. La m~thode 
des ~chelles multiples est utilis~e en analyse dimensionnelle. 

Dans le chapitre 9, on ~tudie les ondes r~actives et non r~actives. II s'agit d'abord de 
d~terminer la c~l~rit6 du son en m~lange r~actif ce qui fair appel & des considerations relatives 

la stabilit~ thermodynamique. 

Les ondes continues et discontinues en fluide pur barotrope sont trait~es, puis les ondes de 
combustion, la structure des ondes de d~tonation et enfin les ondes sph~riques dans le cas de 
petits mouvements et d'ondes de souffle. 

Le chapitre 10 porte sur les ph(mom~nes d'interface. Les ~quations en volume de la zone 
interfaciale sont pr~sent~es en coordonn(~es curvilignes orthogonales et la forme g~n~rale des 
bilans interfaciaux est ~tablie. Divers cas particuliers d'interface sont ~tudi~s ensuite : 
interfaces de Gibbs, flammes de pr~m~lange, couches limites et enfin interfaces pr~sentant 
une r~sistance au plissement par la m~thode des puissances virtuelles. 

Enfin, quelques ~l~ments relatifs aux ~coulements polyphasiques sont donn~s au chapitre 
11. Les ~quations du bilan sont tout d'abord ~tablies dans un cas simplifi~ et deux exemples 
d'application sont trait~s. Divers ph~nom~nes sont ensuite ~tudi~s tl i'~chelle d'une particuie 
sph~rique : la force de frottement, I'~change thermique et la combustion. 



C H A P I T R E  1 : E Q U A T I O N S  D ' E T A T  

1. DEFINITION DES VARIABLES D'ETAT D'UN MELANGE 

1.1. L'~tat thermodynamique et chimique d'un m~lange homog~ne peut Otre caract~ris~ 
par un certain nombre de grandeurs extensives ou intensives. Les grandeurs les plus 
directement accessibles sont g~n(~ralement la tempOrature T, la pression p, le volume ~ du 
syst~me, la masse mj de constituant j contenue dans le m~lange ou le nombre de moles nj = 
mj/,,~j. ( ~ j  : masse molaire). La masse totale est : 

(1) m = ~  ~ i  

s'il y a N constituants, et le nombre total de moles contenu dans le volume ~ est : 
= /  

(2) in = ~'_ n l" 

On d~finit ~galement les grandeurs sp~cifiques telles que : 

(3) o~.= ~ / ~  

(4) C~ = '~s /" /  

(5) ~ --- ~ e~" = m/,¢ 

(6) c = Z c r  -- n /¢  

masse volumique partielle de resp~ce j, 

concentration en moles par unit6 de volume, 

masse volumique moyenne, 

nombre de moles par unit~ de volume. 

La masse molaire moyenne est ~gale ~ • 

Les fractions molaires et massiques des esp~ces sont respectivement • 

8) xi = '~ ' / '~  , "/2' = %"/ '~ 
et I'on a • 

9) --- c = x /A 

On peut encore ~crire • 



(1o) 

formule qui permet le passage des variables Xj aux variables Yj 

T , p ,  m ,  y~. , ~ "  

Figure 1 : Representation d'un syst~me homogOne, & propri~t~s uniformes • 
T, p, Yj ont une valeur unique ~. I'instant t 

t'unit~ de masse d'un mOlange fluide homogOne sera en gOneral compl#.tement caracterisee 
par les N + 1 grandeurs : 

(11)  

T, p, Yj ...... YN-1 , la fraction massique YN n'appara[t pas puisque • 

1.2 Degr6 d'avancement 

Une r~action chimique donn~e sera repr~sent~e symboliquement par • 

En I'absence de diffusion, les seules variations de concentration sont dues & la r~action 
chimique. En presence de diffusion (voir plus loin) on ne peut s~parer les variations de 
concentration dues ~. la diffusion et ~. la r~action, les concentrations interviennent alors dans 
les ~luations de bilan des esp~ces chimiques. 

Les variations de concentration dues & la r~action chimique sont caract~ris~es par un degr~ 
d'avancement massique [ ou volumique r, tels que • 

{ a,9- = O~d(ia~ , 
(13)  d n g  Q~. c l ~  , 

Par unit~ de volume du syst~me • "5 =- ~ / " Y -  
0 

(14) 
olc~- =_ ,2~. d 's  c = c°÷ ~ ~ o = Z  ,)~ 



Les expressions de Xj et Yj sont les suivantes • 

(15) f d 

E x e r c i c e  • Exprimer Xj et Yj en fonction de ~. 

Lorsque K r~actions sont pr~sentes, on fait intervenir autant de degrtls d'avancement. 
Exemple • R~actions de combustion d'un ml!lange H 2 + 02 

H 2 ~ 2H 
H + 02 - OH+O 
O + H  2 ~- 01-i + H 
OH + H 2 , H20 + H 
H + OH i, H20 

initiation de la cha'fne 

i)ranchement de la chaine 
branchement de la chaTne 
propagation de la chaTne 
rupture de la cha~ne 

Esp~ces • H, O, H 2, 02, OH, H20 

°,-7 
f 2  -1 1 1 0 1 -1 0 "10 

1 0 -1 -1 0 
0 -1 0 0 0 
0 1 1 -1 -1 
0 0 0 1 1 
R1 R2 R3 R4 R5 

H 
0 
H2 
02 
OH 
H20 



1.3 D6finitions n6cessaires h la description d'un 6coulement r6actif 

Dans un (~coulement, les propri(~t(~s sont rarement uniformes et un seul ensemble de 
donn0es T, p, Xj .... ne suffit pas. Ces quantit(~s d(~pendent de la position et du temps. On admet 

qu'il existe des grandeurs locales d(Hinissant I'(~tat du syst(~me en tout point. II s'agit de 
grandeurs sp(~cifiques ou intensives. On aura alors • 

T(~',.{...), p(~",{::) ) e ( ,~ , ' { ; ) ,  ~ j  (;~'~:) 

" / , I ' ( .~E) ,  ~/~-(,E',L._.) ) C l.(,)',','E~/:) , n [ ( ~ ' , ~ c )  (pour I'unit(~ de masse). 

C'est le principe de I'(~tat local. 

De plus chaque particule de fluide, infiniment petite, est caract(~ris(~e (~galement par des 
grandeurs m(~caniques. On d~finit N vecteurs vitesse • 

,o-i(~t,E ~ , ~ ,= ,~ , . . .  ,v 

et aussi • 
. . . ) , ,  

la vitesse barycentrique v • 

la vitesse de diffusion • 

le flux de I'esp(~ce j • 

le flux massique total • 

le flux de diffusion" 

Iy 

v~.= %.-'~ 

y -__ -__z 

Figure 2 

A I'instant t, dans la particule et par unit~ de volume du m~lange, une masse Wj est produite 

par r~action chimique par unit~ de temps • 

En I 'absence de diffusion (Vj = 0), on a • 

~.=-( 

avec une seule r(~action, 

pour K r(.~actions. 

_ .  

Chaque esp~ce chimique a alors son 
~"" J~ ' - ' "~-~ mouvement propre. Cependant on admet 

~..4,. , / " - J  ; ~ gen(~ralement que celui-ci est peu 
I L .. J diff(~rent du mouvement moyen. 

t - t"  



Nous rappelerons, au paragraphe 2 les principes de la thermodynamique et leurs 
applications aux fluides simples. Les paragraphes suivants seront consacr~s aux syst~mes 
fluides composites. 

2. FONCTIONS THERMODYNAMIQUES ET LOIS D'ETAT DES FLUIDES SIMPLES 

2.1. Rappel de thermodynamique [1], [2] 

Les principes de la thermodynamique r~gissent les ~tats d'Oquilibre de syst~mes ferm~s, 
simples ou composites. 

Parmi les ~tats possibles d'un tel syst~me, il existe un sous-ensemble des ~tats 
d'Oquilibre, formant une vari~t~ diff~rentielle continue ,qT. Pour reprOsenter visuellement 
cette vari~t~ q.T nous la figurerons par une surface, ou une famille de surfaces, le reste de 
I'espace comprenant les ~tats hors d'~quilibre. Un ~tat d'(~quilibre est simplement un point de 
la surface. Une ligne orient~.e trac(~e darts I'espace entre "~-'1 et ~2  repr~sente une 

u transformation r~versible 
---transformation quelconque 

Figure 3 

transformation thermodynamique de I'~tat d'~quilibre. 
Si cette ligne est tracOe sur sa surface(g), tout ~tat 
interm~diaire entre "~1 et ~'2 est un etat d'Oquilibre. 
La ligne repr~sente alors une transformation 
r~versible et le point la d~crivant au cours du temps 
d~signe un ~quilibre ~volutif du syst~me consid6r~. 
Sur la vari~t~(."O)on admet I'existence de deux formes 
diffOrentielles c'rQ et a~V representant respectivement 
la chaleur et le travail ~l~mentaires apport~s au 
syst~me au cours de la transformation r~versible d '~.  

Donnons sous forme tr~s succincte le premier principe de la thermodynamique et, sans 
fournir I'~noncO du second principe, donnons-en les deux consequences directes. 

ler principe • Q et W Otant la quantit~ de chaleur et le travail apport~s ,~ un syst~me ferm~ 
au cours d'une transformation quelconque entre deux ~tats d'~quilibre "-E 1 et ~2, on a '  

(18) E.~.-F---I = W + Q  

oO E est une fonction ne d~pendant que de I'&tat d'~quilibre du syst~me, appel6e ~nergie interne 
(E ne d~pend que des variables d'Otat et peut ~tre consid~r~e comme variable d'~tat). 

Cas d'une transformation &l~mentaire r&versible : 

(1 9) ci E. = ~ . o l "Q 

Transformation ~l~mentaire (infinit~simale) quelconque : 

(20) S E. = ~ W  + r ~ Q  

(~Q et 8W ne d~signent pas, dans le cas g~neral, des f0rmes diff~rentielles, mais simplement de 
petites quantit~s). 



Extension ~ un syst~me en ~quilibre par rapport A des r~fdrentiels galil~ens de vitesses 
diff~rentes darts les dtats 1 et 2 : 

( 2 t )  CE,. ,- k , . ) - ( ~ , , , ~ , )  = W + Q 

o~J K ddsigne I'~nergie cin~tique du syst~me. 

Transformation ~l~mentaire r~versible : 

G@n@ralisation : principe de conservation de I'@nergie. 

2dine principe : L'@nonc@ du second principe (Carath(~odory par exemple) n'est pas rappel6. 
II conduit ~. I'existence d'une fonction d'(~tat S appel~e entropie, telle que : 

~'Q -- TdS pour une transformation r~versible ~l~mentaire (c'est-~-dire que cette relation 
est vraie sur la varidt~ nO--) 

S 2 - S 1 >~ 0 pour une transformation adiabatique quelconque (Q = 0). Le signe ~gal ~tant 
obtenu (~2- '3~=OlSi la transformation est r~versible, on a alors : 

f 

c~ S = ~ r Q / T  = 0 , 5 ~ - S l  = /  o l "Q/T  = 0 

Extensions : pour une transformation infinit~simale quelconque 

(23) <~Q = T ( S 5 - ~ S )  , ~ S ~ O  

Transformation quelconque (donc pas forc~ment adiabatique) : 

(24) cJ~--S4 = Ae5 +" /kt: S , ~ , : ~  O 

La difficult~ principale consiste dans le cas g6n~ral, en la d6termination de la variation 
ext~rieure d'entropie AeS (flux d'entropie) et de la variation int~rieure AiS (production 

d'entropie). 

Ces principes s'~tendent ~. des transformations entre ~tats hors d'~quilibre si I'on peut 
d(~finir, suivant le cas, les fonctions E et S, ainsi que la temperature T. 

2.2 Propridtds des fluides simples en 6quilibre 

Lorsque le fluide subit une transformation r~versible 
~l~mentaire re(;u est ~gal ~. • 

(25) otw= 

m~caniquement, le travail 



Comme d'autre part on salt que • 

(26) c~Cl = "['~S 

on d~duit que, pour un domaine ferm~ (n'~changeant pas de masse avec I'ext~rieur) de fluide • 

(27) olE. = T ' ~  S -  pc~ 

Lorsque la masse m de fluide est fixe, son ~nergie interne appara~t donc comme une fonction de 
Set ~ dont les d~riv~es partielles respectives par rapport ~. Set  -~ sont la tempOrature T et 
I'oppos~ de la pression (- p). 

En r~alit~, I'Onergie interne dOpend ~galement de la masse de fluide consid~r~e ou, ce qui 
revient au m~me, du nombre de moles (constant pour le syst~me fermi) : 

(28) -E. = E ( S , ~  m) ou E_ = F-_(5,~p~) , t,~ •nombre de moles 

d'o~J • 

(29) "1" = % F - / b S  , _ p =  a E / ~ - ' ¢ "  

on pose" 

(30) o~ = a E / ' a m  ou ~ = ' a E . / ~ a v e c  

On a donc : 

= (~ ~.Lj(./-(/: masse molaire 

(33) E. (~,q-p ~ )  = 

On obtient de m~me ' 

(34) E. ( s ,  I t l  n )  -- 

De cette relation et de la relation de Gibbs on d~duit • 

(35) 

ou 

(36) 

o = s , : , I T -  + m  d 9 

O =- S, ~T_ ,~ - (~ f ,  ~-~ ( ~ .  (Gibbs-Duhem) 

(31) (~ E.= T ~ S - I : , d ~ + ~ l  ou ,~ E. = ToLS-~4~ '+2u .o l .m  (Gibbs) 

• Etablissement de la relation de Gibbs-Duhem • 

(32) E . ( k S , X ~ t , , k . m  ) = ~, E . ( s , ~ , ~ )  , ~ F_ JR 

car E, S, "? et m sont des grandeurs extensives. 
E est donc une fonction homog~ne de degr~ 1 de S, -~, m. D'apr~s le th~or~me d'Eubr et les 
d~finitions pr~c~dentes de T, p et g, on a • 
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Autres fonctions thermodynamiques • 

H ~- e. + ~ ~ (enthalpie) 

(37) ~ H =  T ~  5 +  ~ - d p  4 - ~ d w l  

Les variables naturelles qui s'imposent sont ici S, pet  m et 

I 
f4 = H (s, p, m) 

(38) T = " a l l / a S  , .,¢-= "-aH/ap 

F = E . - T ~  = - p ' - £ + ~ .  m 

(39) e lF=  - ~ o I T - p a ~  + ~. 4w l  

F = t=(.-r,,t,rn) 

, = 

(~nergie libre) 

c.,- = E. - T ~ .  p ~ =  ~ m (enthalpie libre) 

(40) dO- = - S ,4T +- "7ol p ,,- ~ ~l m 

e = G ( T , p , I t l r l ' )  

La d~riv~e partielle g est donc I'enthalpie libre massique, de m~me que ILL est I'enthatpie 
libre m01aire. 

Pour I'unit~ de masse • 

( 4 1 )  

e = T.S- ~,-t- ~- ,~ = ec-s,-,*~ 

~le= -r'd.~- p4'~" 

o = .-s,~r-','-4p4-d~r 

& = e • i~,.,, - = "r.4 + ~ .  = "&c ' ,s ,p )  

a ~  = -1- a.,.o + ~ o t p  

~. = e -  T. .~ .,- p ' , "  = ~ o,p) 

o15 - - . s  o I ' r  4- vdp 
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Par mole • 

(42) 

E = r ~ _  p ~ - + ) , , .  = g ( . ~ , 9 )  

4C= " rd 'g -po t~ t  

= - ~ - - r g  = ~ T , ~ )  

~ =  _ g a T -  t: 4 F -  

F_,. =. ~ _ - T g  ~ - f f ~  = ju-(-r ,~,)  

Par unit~ de volume • 

(43)  

~. ; v , ~ - P + ~ C  
o = ~ 4 T - , ~ p  4- e ~ .  

, ~  = -rd% + ~ de 

E : E ( s , ~ ' , m )  ou e= e ( a , ~ )  ,avec F-. -- m e .  

est la Ioi ~nerg~tique fondamentale du fluide. Si on conna~t cette Ioi, on connaft toutes les 
propri~t~s thermodynamiques du fluide. Cette remarque s'applique egalement aux autres 
fonctions thermodynamiques exprim~es suivant leurs variables naturelles. 

En revanche si I'on se donne une d(~riv~e partielle, cela ne suffit pas, il en faut deux, 
constituant les lois d'~tat du fluide. 

2.3 Exemples  de lois d'etat  [3], [4], [5] 

Gaz parfait : On a I:> ~ = R T ,  Ioi d'~tat des gaz parfaits. 

La relation de Gibbs peut s'~crire • 

(44) 
t d E =  ~_ 4 E  .,- _P ,=1~ avec ~ _ R T 1- T 

4 "az3 P _ "a~ = __R car _.E -_ .~ ( ~E, ~ )  
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On a" 

~ ' g / ~ t  =~ l ~ g  
or 

ou 

<3 ( . p / T ) / ~  i-= = "~ ( R I ~ J / ~  = 0 puisque "E et ~ sont les variables 

ind~pendantes du problt~me. Donc "~ (' " l IT  ) / "~ ~ = O 

Ainsi T ne d~pend que de E ou inversement E n'est fonction que de T. La Ioi d'~tat des gaz 
parfaits impose donc une contrainte, mais ne fournit pas la d~pendance de r(mergie interne en 
temperature. 

II faut donc la seconde Ioi d'~tat • 

(45)  E = E.=('-r) 

Deux lois d'~tat sont donc n~cessaires pour d~finir le comportement thermodynamique d'un 
fluide simple, ou alors une Ioi ~nerg~tique fondamentale. Cette derni~re est, pour le gaz 
parfait • 

(46)  ~ = ,/.,.'<~.) + R T  L o ~ ( p / p = )  

o4 Po est une pression standard (g~n~ralement Po = 1 atm), et o4 

De m~me • 

(47) ~ = ~ .~ )  = ~ . ~  + R'r" 

Les fonctions thermodynamiques standard ,,uc~.r), H ~'r) , etc. sont tabul6es. 

Fluide de Van der Waals 

(48) ( ~ -  ~" ) ( r + ~ l ~ r ~ )  = R T  

Gaz rar6fi~s : a / '  z-t=/--~-- ~, , d'o0 : 

>> I~_ ~/~l -  ): 

Liquides : o . / #  ~ >/~ r = 

On n~glige p, donc -~ ~--- 

(gaz de Van der Waals) 

~ -  b ,,, RT a. et pour le gaz parfait (cas limite 
p RT" 

~ ~T/p 

(,~I zt-~: quelques dizaines de miIIiers d'atmosph~res) 
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Exemple plus complexe" 

Argon en phase homogtllne • 

(49) 
= ÷ ns ~ n~'l- p ?RT" e ' Z C n ~ T + n z +  n_._~+ n l , +  .,- ~ -~)+~>~t"v"+" , l+ 

+ o , .  . , . .  + ) ,~,-+ ,~,. e r " "k+  .,~ l<>" ~ +  ~ - ~ + ~  ~-~ ~ 

valable pour T < 2T c, p < 20 Pc 

avec T c = 150,86 K, Pc = 48,31 atm. 

Liquide dilatable 

Cas d'un Iiquide pour lequel ~" = ~°CTb . On utilise alors la fonction ~' 

F = F(T,-V') est ici une fonction de la temperature seule 

(5 0 ) F = F°(T), on en dt!duit que 

IX = F'(T) + P ~'(T) 

on notera souvent IX°(T) au lieu de F"(T) 

Ainsi • 

(51) ~ = - ~-'~°aT - t' <~---~°oL~. = ~ < ~  - P <=l~°<~,- 

~"r 
Exercice • Oiterminer les formes de I'lnergie interne, de I'entropie et de I'enthalpie Iibre 
molaire d'un fluide de Van der Waals. 

Solution • 

d i = .  ~ 0 1 E + _ P d ~ -  =. ± ~ E  + R ~ 7 _  ~_.~.._ o 1 ~  
r T T ~- t>  T~r  • 

-,- ~. 
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II s'en suit que • 

puisque T n'est pas fonction de -~- 

=-S~T) "," R Lo~ (,~-h) , avec 

puisque & ~ = 

Enfin • 

Gaz r6el' 

Les formules du viriel permettent une representation assez correcte des gaz reels. Elles 
permettent d'exprimer .~- en fonction de p e t  T ou p est fonction de ~ et T par des 
d~veloppements. Ainsi, on a • 

(52)  ? = r~T + B , ÷  c_. ~ ~:::~ .,,I- • - ° 

OU inversement 

(53) 
,,¢ ~- 

On montre, en identifiant les d~veloppements suivant les quantit~s "petites" p et 1/@ , que C = 
B 2 + RTO'. On retrouve la Ioi des gaz parfaits en annulant les coefficients du viriel B, C... 

Le coefficient B oaract(~rise les interactions mol~culaires au ler ordre. Lorsque -,~ est 
grand (p petit), la Ioi de Van der Waals devient • 

~" .~ - k, I ~" r~'r Tr q" ~,'r 

et est donc de la forme d'un d6veloppement du viriel limit6 • 

r: / oo 
a v e c  

1~=  b -  ~ - / R T  

En limitant le d~veloppement du viriel au coefficient B, on peut calculer facilement les 
fonctions thermodynamiques, ce qui introduit des fonctions de la temperature ~. d~terminer. 

Puisque 
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on trouve 

(54) { 

La fugacit~ est d~finie par /o_ = /U-~.r) + RT Lo~ p~/~'o 

(55) Lo~ p'* = Lo~  p ~ 1 5 p / R T  

L'~nergie libre molaire s'exprime en fonction de T et T't" . On a • 

d'oO " 

(5~)  

Puisque 

=/B°(.r) ~- R'r" Lo~ p/p,, ~. lSp,  p°: pression standard 

xo - ('~#/al-)p 5~'.r) - R Lo~ p/~o _ ~ c I I S / d T  ° " ° 

# = R~'.~) _ r~T Lo S ~ ,. R~- ~ / ~  

on obtient alors ~, partir de ~(T, p) : 

(57) )u. -,_ /u.° + R'r Loc~ (Rr/p°~)~-£RI"B/~ 

ce qui conduit :4 : 

(58) 

et fournit ainsi I'expression de "F' en fonction de p." : 

?.° 

, elle est donc telle, ici, que • 

3. PROPRIETES DES MELANGES [5], [6], [7] 

3.1 G6n6ral i t6s 

Nous ne traitons ici que des m~langes gazeux et des solutions liquides homog~nes. Les 
raisonnements precedents restent valables. On a toujours, en particulier, pour un syst~me 
ferm~ en ~quilibre : 
(59) olE. = T o t S _  ~ o t ~  -__ c)-r(~. ,,. 6 r w  

un constituant quelconque du m~lange ~tant d~sign~ par j, on a : 

(60)  ~_ = E ( s , ~ j , ~ ; )  , ~. =~, . . .  N 
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On a de m~me toujours • 

(61) "r" = ~ E / ~  , _ p =  "~E./t3-'.t" 

On d~finit le potentiel chimique ~j de I'esp~)ce j par • 

,)~(~-_. "-aE./'an~ (potentiel chimique molaire) (62) 

de sorte que • 

(63) d~. = ~-olS_ ~ o ~ - ~ . ~ 1 , ~ "  

et que, d'apr~s les propri~t~s d'homog~n~it~ • 

(64) E. = - r 5  _ p - V  ÷ .~_..jJL~.nj( 
a 

De ces deux relations, on tire : 

(65) o = S a T -  ~-o~p, ÷ A'~" n~ .e l~ "  (Gibbs-Duhem) 

Remarquons que pour un syst~me ferm~ en 0quilibre ~volutif (transformation 
r~versible), on a obligatoirement : 

(66) ~ .  ~/-~A" ol.n~. = 0 . 

Cependant, nous envisagerons des cas o~ cette relation n'est pas v~rifi~e pour des syst~mes 
ferm~s. Chaque constituant sera consid~r~ comme en ~quilibre darts le m~lange, mais 
I'~quilibre mutuel ne sera pas r~alis~ entre les constituants. II s'agit I~ d'~volutions 
irr~versibles d'origine chimique. Dans ce cas, on ~crira toujours : 

mais si 8W est bien toujours ~gal ~ - p S E ,  8Q verifiera • 

(67) ~Q .  = T ( ~ ) S - < o c S )  

avec ~i S >. 0. 

De sorte que • 

(68) 7_.. j~.~.~n~" = - T ' ~ ' c S  ~.  0 

Le signe ~gal correspondant & I'~volution r~versible. Le symbole ~'des formes diff~rentielles et 
le symbole d sont ~videmment remplac~s par 8, caract~ristique des transformations 
infinit~simales queloonques. 

A partir de I'~nergie interne, on d~finit ici aussi les potentiels thermodynamiques • 
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(69) 

all-I: " ro ts  + f < , l p + f  ,p.~l.~lmt" 

~ :  ~-T~ : . _ , r , , - + ~ M , ~ - =  ~0",',',.~') 
<,IF= - S~'F- 'po~',t~-~ )U~'d ~" 

G =  E - T S + p ~ ' =  ~>,~ ,~-  : G(-,-, i=>,,.,~., ) 
de= - s~IT÷ ~,-~Ii~ ~. ~ ~,~.~ ~" 

Les fonctions thermodynamiques des m~langes ne sont pas d~duisibles g~n~ralement des 
fonctions thermodynamiques des corps purs. Ainsi ~j, potentiel chimique de j dans ce m~lange 
est different du potentiel thermodynamique ix i du corps pur j (le li du corps pur j). 

3.2 Grandeurs molaires partielles 

Pour exprimer les lois d'i!tat, en I'absence de la donn~e d'une Ioi ~nerg~tique fondamentale 
E(S,,t', nj) ou H(S, p, nj), etc., on a souvent recours aux grandeurs molaires partielles. 

Si e est une fonction thermodynamique, les grandeurs molaires partielles de cette 
grandeur extensive seront • 

(7o) 

Ainsi ' 

(71) 

:"a" : ?'~ 

~- = (.~ s/~<~l).r,p,,,<,, ~ ----(  ~<f/~'r'Sp,,, <. 

D'apr~s ia formule de Gibbs, on trouve • 

(72) H f  = -I" ~. + yU,4k" 
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Posons dans le cas gl!ni~ral ' 

(73)  ~ = ~,1" (P,~ 

La grandeur extensive (p(T, p, nj) est homog~ne du premier degr(~ par rapport aux nj. II s'en 
suit que • 

(74) ~ = ZA ~g" ~ = ~'~ ~'~" 

Oe r(~sultat est valable pour E, S, -'~ ... et • 

(75) 

et I'on a • 

~= .E_  ,-,f ~ =-,F_ s~. 

~:?_  ,,, ~-, = ÷  ~ 

(76)  FI ~" = T" "~. ~. ~ t~ 1' 

Tout se passe donc, au premier abord, comme si chaque espl)ce j constituait un 
sous-systi~me caract~ris(! par son (!nergie interne Ej et ses variables Sj, ..V-j et nj. 

Pour qu'il en soit ainsi r(~ellement, il faudrait de plus que la relation de Gibbs soit v(~rifi~e 
pour chaque sous-systt)me, c'est ~l dire que • 

or il n'en est rien en g(~n(~ral. En effet • 

soit • 

-,- a ~._ 10 ~l "7 + ~ l  h 4- s~. a~-_ ,<,~. <,l p + fl.ol,~ E 

<>~,,._ -,- <~ ~,._ r <>(.+~. + k~.<~,,~.+ ,~- 2_, (~s'~P°<),,~,,,Jo< 
II faudrait donc, pour que I'assertion pr(~c(~dente soit v(~rifi(~e, que • 

ZC. ( ~,u.<~.[~.l.r,p, oln, = o n.lq. # L 
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ce qui n'est pas vrai dans la plupart des cas. 

Les r(~sultats se simplifient cependant avec les m(~langes id(~aux. 

3.3 Mdlange iddal 

Soit p] le potentiel thermodynamique molaire du corps j pur. on a Pi = I'ti(T, P)' Posons 

Xj = nj/n, fraction molaire de j, n = ]:nj. Un m~lange est id(~al si • 

(77)  

On trouve alors • 

(78) 

ou 

g~ = - B ~ / ~ T  = - ~,ui' / '~T - R L~,~ x~ 

(79) gd" = S,~ - R Lo~ X~" 

De m(}me • 

soit • 

(8o) ~ = ~ .  

Ainsi, les volumes molaires partiels des esp6ces j sont inchanges par rapport aux constituants 
~. I'(~tat pur. De m(}me • 

(81)  { F-~ = T S~_~7~ • +jU.~ = T 5~.-p ~ +jU.'~" = 

3.4 Grandeur de m61ange 

On appelle grandeur de m61ange associ~e ~. la grandeur (p la quantit(~ 

(82)  

Pour un m(~lange ideal : 

AG~ = 
(83) 

A t"-~ = 0 

~,,, = so - 7 _  ~ cp;. 

RT~ n~" Lo~X~- AS. =_ R z~__ n~' Lo~ X~ • 

, A F ' ,~=O ,, A H , ~ = O  
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3.5 A c t i v i t 6  

On appelle activit~ de I'espOce j dans le m(~lange, la quantit~ aj elle que ' 

(84) , ,~  = A~" * ~ T  L% %" 

Pour un m~lange idi~al • 

Dans le cas g~n~ral • 

(85)  

o.~ = Xa" 

~G,. =~ ~ T ~  ,~ L% ,%- 

3.6 M61ange id6al de gaz parfaits 

Pour un gaz parfait " 

donc" 

,,.~ =~c% + RT Lo%(p/po) 

I 
On appelle pression partielle la quantit~ " 

(87)  p~ =. p X~ 

II d~coule de cette d(ffinition que • 

p = ~ ~8 (loi de Dalton) 

(88) 
.'% =.'~a ? + RrL%(Pi/Po)= .,% ( , ,~ , i )  

Soit 

(89 

soit encore • 

(90)  

{ o-~= %,p~ -= ,~  (k~. +RvL%~Ip,,~=GS(',-,n.,,~i) 

olo~- = ~. ofT-.,- U-olp/.,- .?.~o1,~ 

Rappelons que • 
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(91) 

On voit donc que le formalisme utilis~ pour les syst~)mes simples sera valable pour le 
constituant j & condition de consid~rer que celui-ci occupe, dans le m~lange, le volume total "Y'- 

la pression partielle pj et ~ la temperature T. 

Les relations classiques sont donc valables, en particulier • 

E,~ = - r ~  _ ~,~ ~t ,-,#~" n i -- F_.~" C. ~.,  ,.zp ~" ) 

(92) ~iE,~" = T o ~ $ ~ ' - l ~ ' o l l ? ' ~ - ~ ' ~ l '  (Gibbs), 

0 = ~'o~-r ' -  ~o[~o(~'-Pn~'~j~-(Gibbs-Duhem). 

Le syst~me total (m~lange) peut ici (}tre consid~r~ comme la somme de N sous-syst~mes 
dont les propri~t~s sont additives. 

(93) E = 7"&. E~ , ~ =7-~. .~ -  

(94) 

3.7 M61ange de gaz r6els 

Pour une mole de gaz r~el ob~issant ~ la relation du viriel limit~e au coefficient B, on a • 

M- = R "r Lo~ p/p,, ÷ S p ÷ ~'~,-) 

4t  = R T I  p + 15, 

On peut montrer, ~. partir de la thermodynamique statistique que dans un m~lange, et en 
tenant compte des interactions mol~culaires du premier ordre • 

(95) G =7__ i ~ (  RTLo% p i p . *  ~ - -  B~eX~.x{~,/.A.; ' ,-RTLo~rX ~" ) 

ce qui conduit & I'expression suivante du potentiel chimique d'un m~lange binaire • 

,~.~ =,tL~" +RTLoadX~-- ~ X~(..15,,-P..E,,~..I.B.t~.') , i.~. ,~ 

avec" 

Pour N esp~ces • 

Les coefficients Bij sont relatifs aux interactions entre molecules du type ie t  j, Bij = Bji. 

On constate que le m~lange est ideal, dans le cas binaire, pour B12 = 1/2 (Bll + B22 ). 
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Mais ce cas n'est appuy~ par aucune justification exp~rimentale ou th¢orique. C'est donc une 
hypoth~se tout ~. fait arbitraire. 

3.8 Solution liquide 

4+£ 
p~T  

Figure 4 

Soit un m~lange de deux liquides en presence de leurs vapeurs constituant un m~lange ideal 
de gaz parfaits ~. T donn~. 

( 9 , )  , , t - , ?  -- ,,, = ¢ "  , , , t , . , , 2  = , , .  = ¢* ' -  

Soit une ~volution r~versible ,~ p et T constants, on a deux formes diff~rentielles • 

d r W =  _ ~ & ~  , ~['Q = m o[S (v0ir figure 4) 

et eLF-= T a S - p ~ -  d'o0 &G- = . - - S & T , , -  ~ & p  = O  

Pour toute ~volution r~versible du syst~me, ~. T et p constants, on a donc : 

/u.~ = ,~.~ 0u , / j~ = ( ~ ) t - - , _  RT  Lo~. ~4/po 

L'~quilibre de chaque liquide pur avec sa vapeur dans les m~mes conditions de temperature est 
donn~e par : 

(.ju.~.)~ ( ,u. ; )~ '=( , /~. )~,  R'r  Lood(p; /~, ,  ) (p[est la pression de vapeur saturante 
du corps 1) 

Par soustraction • 

(98) { /,U.~Q _(~U.~I) ~- = RTLog  ~,,/p: , 

,~.,_ _ ( f , . ) e  = ~-r Log r , , / r ~  

0-4 = p4 /~  activit~ 
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La signification physique des activit(~s apparaft doric. 

La connaissance des fonctions ai( p, T, nj) ainsi que des gi~(T) constitue I'ensemble des 
~quations d'~tat de la solution et on a • 

• Solution id~ale : o.~; = ~¢/1=,',: = X~ , Ioi de Raoult , 

(99) .Ax~ __(~,: )e +- R T  L(:~ ×~ 

Souvent, run des constituants d'une solution v~rifie la Ioi de Raoult, mais pas 
n~cessairement I'autre. Comment d(~terminer a 2 connaissant a 1 = X 1 ? 

Gibbs-Duhem • 1~4 e[ ,l.t,i + t19. d/(Jl.~= 0 , ~.petT donn~es , 

( loo) 

= 

Lo~ a= = L o ~  X2. + :~(~ p )  

On pose • 

Si b(T, p) = C te c'est la Ioi de Henry. 

4. MELANGE REACTIF [6], [7], [8] 

4.1 II a ~t~ soulignO au paragraphe 3 que les lois d'~tat pr~c~dentes n'impliquaient pas que 
le syst~me ~tudie (le m~lange) soit obligatoirement ~. I'~quilibre. Chaque constituant j, dont le 
potentiel chimique est fonction de T, p, nj, mais peut d~pendre aussi des n i avec i ~ j, est 
consid~r~ comme un sous-syst~me en 4quilibre £t tout instant, mais il n'y a pas forc~ment 
~quilibre mutuel entre les sous-syst~mes. 

Le syst~me est un m~lange homog~ne ~. propri~t~s thermodynamiques uniformes. II en est 
ainsi ~galement pour chaque constituant assimilable & un sous-syst~me ouvert d~s que nous 
admettons la possibilit~ de r~actions chimiques. 

On a vu que dans tous les cas, la production d'entropie ~tait • 

( l o l )  -  ;nr> 
"r ,~ 

au cours d'une telle transformation infinit~simale. 
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Dans une r*}action chimique unique, de coefficients stoechiom*}triques alg*}briques vj, en 

rabsence de diffusion (ce qui est le cas pour un syst,bme homog6ne ferm*} ~ propri~t*}s 
uniformes) on a • 

(1 02) c ln~ = 0~'o1.~ 

o4 "5 est le degr*} d'avancement de la r*}action. 

La production d'entropie devient • 

(103)  S o S  = -  <~'~ ~-- ¢i.)t,t-a" 
T ,i 

On appelle affinit*} chimique A la quantit*} • 

A : - .E_ v ~ , ~  
a 

(104)  

Ainsi • 

(105)  Sos= A {;%>~o 
"l- 

Ie signe *}gal correspondant ~ r*}quilibre du m*}lange. Deux cas d'*}quilibre sont envisageables • 

1) ,St = 0, le m*}lange est fig,}, c'est ~t dire que ses concentrations n'*}voluent pas, la 
r*}action chimique n'a pas lieu ou est inhib*}e compl*}tement. 

2) les concentrations peuvent *}voluer au cours de la transformation r*}versible et ron a 
alors : 

A = 0, *}quilibre chimique. 

Hors de ces deux cas I'*}quilibre n'est pas r*}alis*}, la transformation est irr*}versible 
chimiquement et : 

(106)  ,~c S = A ,~.~ > O 
"i- 

Ces r*}sultats se refi*}tent bien entendu sur la formule de Gibbs. On a en effet : 

d E  = T d S - p d ' ¢ + ~ - .  ~ ' o l a  a" 
(lO7) a 

dE. = m o t s - p a ~ -  Aot% 

Le m*}lange est ~ r*}quilibre ou en cours de transformation r*}versible si : 

(1 08) A d g = 0 

on retrouve alors I'expression du second principe appliqu*} aux transformations r*}versibles • 

dF-= ol"o,÷4W = T d S - p d 9  

Dans les autres cas, au cours d'une transformation chimiquement irr*}versibie • 

(1o9) gE = S ~ +  S W =  T ( ~ S - g ~ S ~ -  p~'Z 
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le terme T 8IS +tant +gal ~t A <~ =- z p,j 8nj. 

4.2 Equilibre chimiqua dans un m61ange de gaz parfaits 

On salt que' 

(110) )u.~ = ] ~ :  + RTLo~ p < i . / r  o 

o oPJ p,j est une fonction de la temp+rature seule. 

L'affinit~ chimique d'une rOaction donn~e sera • 

(111) A=-.~__... q<~" ( )u . [  4- RT Lo(~ h ' l ~ , o )  

ou encore • 

(112) 

puisque ; 

En posant 

(113) 

on obtient dono: 

(114) 

A = - 7_ ,~+ (~tj' + RT Lo~ R~ + RT Lop c<+ ) 
,~ I='o 

R T  L% ~. = _  ~_ y__ v+. (>'Z + R-r,o,+ +'o ) 

N A 

IT c~ ,~ - ~ 

Remarquons que K c n'est fonction que de T. 

Lorsque la rOaction est +t r~quilibre chimique • 
. ?+- 

(115) ] - ] -  C~ = ~CCT) 

On appelle constante d'~quilibre des concentrations cette fonction Kc(T ). 

Ce r+sultat a +t+ obtenu pour une reaction chimique donn+e du m+lange. 

4.3 M61ange de gaz parfaits en 6quilibre chimique 

Supposons que toutes les especes du m~lange puissent ~tre obtenues ~t partir d'un certain 
nombre d'esp~ces de base contenues dans le m~lange • 

I,. 

(11+) + - ' c = ~  Fe, 4+. , ,:= L + ~ , . . .  ,, 

Les ~quations de conservation des especes de base sont • 
N 

(117) '~e- Z__ (+t~ "~ = n~' , e = - l , . . .  L 
L=LH 
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de sorte que les n i, i = L + 1 ..... N forment un syst~me de degr@s d'avancement et les affinit@s 

des r~actions de formation sont alors • 

(118 )  

L 

l.. I , .  

- A  c =- , )u. ,  + % "  pe, ' i~  e + R T  p e ( _ t  Lo~ R___T 
~.=t = F ° 

En posant • 

(~,) Lo~K~ = ~ [_ ~, ~<~,~_~,<,.o ~- ~,<-D L°~ -F,R" ] 
on 0btient • 

{12ol 7 q l C <  = 

A I'~quilibre les A i sont nuls et on trouve 

kc,: e R T  , L = L + 4 , . . .  N 

(121) ~ q. /c~ = ~c~ (,') , 

On r~soud en tenant compte de la relation • 

~.= L * 4 p  . - .  N 

~rt.'. = C,. 

4.4 M61ange mu l t i r6ac t i f  q u e l c o n q u e  

Le nombre de rdactions, K, est fix~ et les degr~s d'avancement sont • 

3,~ , ~ , . - -  " ~  

On a alors K affinit~s chimiques, nulles ~. I'@quilibre. 

Ces r~actions ne sont pas forc~ment ind@endantes, c'est-~.-dire que le rang de la matrice 
des Vir peut ~tre inf@rieur ~ K. Si tel est le cas, il faut choisir R relations ind@endantes parmi 

les K pr~sentes et d@finir ainsi R degr@s d'avancement "r@duits" • 

~ , ,  " ~ ,  . - -  ~ R -  

4.5 Solutions rdactives 

Envisageons cette fois une solution r@active en ~quilibre avec sa vapeur & la temperature T 
et & la pression p. 

On a pour chaque constituant ' 
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(122) jU.,: = jU.';. 4- RTLo~o.( 

La production d'entropie due aux irr~versibilit~s chimiques sera cette fois encore • 

(123)  ~ ( 5  = _.4 z~__.y~ oct,: 
"I" 

Si une seule r~action est pr~sente, on pose • 

( 124 )  = _ , 

et on trouve encore • 

(125)  

Cette fois 

(126)  

En posant 

(127)  

on trouve 

(128) 

et ~ I'Oquilibre : 

(129) 

'T" 

0 f ;  
A =-,~-- '~ju-" c - RT Lo~ a; 

I. 

b 

A 

i. 

TTQ.~ = k'o.( 

4.6 Extension aux m61anges hors d'6quil ibre 

Les r~sultats obtenus permettent d'envisager des cas o~ les affinit~s chimiques ne sont pas 
nulles. 

Le taux de production d'entropie d'un m~lange monor~actif sera par exemple • 

(130)  ~ , : S  .-.. A 
T 

La cin~tique chimique permet d'exprimer ~ en fonction des param~tres d'0tat, donc de 
d~terminer I'~volution du m01ange au cours du temps. 

5. TENSION SUPERFIClELLE [3] 

L'interface liquide-vapeur peut, en premiere approximation, 0tre consid0r~e comme un 
milieu bidimensionnel autonome caract~risable par des propri~t~s thermodynamiques 
analogues ~ celles des milieux tridimensionnels. Ainsi, on peut ~crire, pour une mole 
occupant la surface d'aire ~" avec la tension superficielle c : 

(131)  E = T .5 4- o"~___- 4-jU. = F _ _ ( . ~ , ~ _ )  
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la temperature ~tant T. On obtient • 

a F.. -- T c l  ~ 4- ,3" o~ ,E (Gibbs) 
(132)  ^ _ 

0 = . ~ o ~ T . Z e ~ o ' . , - d . ) u .  (Gibbs-Duhem) 

Pour ['interface liquide-vapeur, on admet g~n~ralement que la tension superficielle est 
une f0nction de la temperature seule. On pose o = O(T ). Les propri~t@s therm0dynamiques 

.% 

usuelles se d@duisent ais~ment en utilisant I'Onergie libre interfaciale F. On a pour une m01e • 

^ _~ ~ -- vl ~ ~-- ( F = F--T5 .~- (3" ~" ÷ = F(Tt~_- ) 

(133)  . ,  , ,  _ 
a l P =  _ ~olT i- o ' c l ~  

doric' 

- " ~ l b Y - -  = o ~ l a " r  

est fonction de T seul. G0n@ralement do/dT est n@gatif. On dOduit de cette relation • 
A A, 

o11- 
(134)  

Ainsi • 

(135)  

A .% 

F = F :  + ~-.E.-j'.~°aT 
T o  

A 

F~ = C te 

, ,  ^ 

Soit, en posant • F~'.r) = F'~ _ ° d T , 

.4 .,,. 
(136)  F = F ° -i- ~ 

II s'en suit que, Otant donn0 la relation @vidente • 
^ 

,,A 

(137)  .#LL = # -- ~" 7----- 

I'on a "  

(138)  # = I~ ° 

fonction de T seul. 

L'@nergie interne s'obtient en @crivant • 

~= F.T5 

soit • A 

~_ = P°÷ o-7___ ~- r E_) 
~'-r" 
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ou encore • 

( 1 3 9 )  IF = Fro 4- ( o ' -  T cl._._~ ,~___.) 
a T  

avec • 

(140 )  Fr_.. ° /" "~ = F ° +  T ' g °  = - o  o Fo ~ 1" _ <:iT 
J- I ' -  O 

Consid6rons ~ titre d'exemple, une bulle de vapeur dans un liquide en apesanteur, soumis ~. 
la pression p avec la temperature T que I'on suppose 6tre la m6me pour tout le syst~me. 

Figure 5 

On a pour chacun des trois sous-syst~mes • 

d E  S = m d .S ~ _ p ~ d ' , / ' e ~ +  ~-~ c~ rl ~ 

,~ ¢.. = -r  a ~ ,,- o. a T_ + f i  a ~ 

et pour le syst~me total on obtient • 

(142 )  ! 

On a toujours, pour une transformation r6versible • 

d E :  o ~ W . d Q  , ~ r q = T d S  

donc: 
& E  = T ~ S  - ~ , % ' ¢ - - - T  <oc S 

, ~ r w  =_ p d , ¢  

pour une transformation quelconque, le d~placement du piston 6tant r~versible. II s'en suit 
que: 

Comme • 
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(144)  Z = ~ . ~ , - c ~  , ~ Z : 8 ~ r ~ ' t . .  : ~ Z . = ' Z S V ~ /  

et que ng et "~ peuvent <)tre consid~r~s comme des variables ind~pendantes, on obtient • 

(145) _~-S,s = (pLp% ~o-/¢5 &'t~+ (s,tj,e)~,~s+ (,~-~e)<~ ~< 0 

A I'(~quilibre (c'est ~. dire au cours d'une transformation r(~versible) • 

( 1 4 6 ) [ P'~ = ~ "  " ~ o-/,7.. 

Exercice • Bulle de vapeur dans un liquide & la pression pe t  ~. la temperature T. Calculer la 
pression de vapeur saturante et la comparer ~ celle du liquide avec surface plane p." 

S o l u t i o n  • 

p'~_~,~ = P_,:r/,-c 
~-,~.~" = o 

o~°~ ~ ,- ,~- ~(P~Iro) =C>,°) ~',- ~ ~ 

Pour l a  surface plane • 

Cu." 3'~. R'r L,:~.(p'/po ) = (.2.°3 ~ ,,- p" .~-~ 

Or" p '~  pc ___ 9~/,-c 

Lorsque res t  petit • 

Exemple • eau ~. 300 K 
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La pression de vapeur diminue rapidement avec le rayon de la bulle, elle devient ~gale ~1 
z~ro Iorsque r est nul. Mais il faut tenir compte du fait que pour des rayons de I'ordre de 
grandeur des distances intermol~culaires du liquide, la tension superficielle elle-m~me 
d~pend de r. 

La pression du liquide p~- = p est inf~rieure de 2(~/r t] pg. 

Pour des rayons tr~s petits, p peut atteindre des valeurs n~gatives ~ I'~quilibre. II sera 
doric n~cessaire, dans le cas d'un iiquide pur confine, d'exercer des d~pressions importantes si 
I'on veut faire apparaTtre une bulle de vapeur. 

Remarque : L'on aura affaire au probl~me inverse pour une goutte de liquide suspendue dans 
sa vapeur. Pour I'eau par exemple, on a alors : 

L o ~ ( ~ , / p ' )  .v 4 o - ~ , / ~  , pour r petit 

= a o - / , L  

La pression de vapeur, pour les petites gouttes, est tr~s sup~rieure ~. la pression de 
vapeur saturante du liquide plan. La condensation est donc plus difficile s'il n'existe pas de 
surface liquide plane ou de courbure faible. 

Le phdnom~ne est instable. Pour une pression de vapeur donn~e pg > p, il existe un rayon 
d'~quilibre r*. Toute goutte de rayon inf~rieur ~. r* tend ~ s'~vaporer, toute goutte de rayon 
sup~rieur tend ~1 cro~tre. 



CHAPITRE 2 : PHENOMENES DE TRANSFERT 

1. GENERALITES SUR LES PHENOMENES IRREVERSIBLES [El 

L'irrBversibilitB n'est pas associee la variation d'entropie entre deux Btats mais la 
production d'entropie. On a en effet : 

II y aura irrBversibilit6 de la transformation si A iS  > 0. Les systbmes les plus simples B 
Btudier de ce point de vue sont les systbmes discrets. Ces systbmes sont constitu6s de 
sous-systbmes en Bquilibre individuel, mais en dbsBquilibre mutuel. Avec ces systemes on 
peut utiliser les connaissances acquises sur les systi?mes en 6quilibre. Nous verrons plus loin 
que des m6thodes analogues sont appliquBes en fait aux systbmes a variations spatiales 
continues grace au principe de 1'6tat d'6quilibre local. 

Examinons d'abord deux cas de systbmes discrets. 

1.1 Rdaction chimique au proche dquilibre 161, [El, 191 

et I'on a : 

Dans un melange homogene monor6actif, on a : 

nd = n% + ~i 3 

Le taux de production d'entropie est : 

( 2 )  

Deux cas limites apparaissent : 

d~ = r d s - p d V - A d 5  

melange fig6 
(6 

melange a I'6quilibre chimique 

A = - f G j p i  

L'Bnergie interne du systbme ferm6 B propriBt6s uniformes consid4rB apparait comme une 
fonction des trois variables S, 4 , 5 : 
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Darts I'espace des ~tats ~. trois dimensions, les vari~t~s "I.T sont doric les surfaces ~ = cte et A = O. 

S 

Figure 1 

Tout d~placement d'un point sur I'une de ces surfaces d~signe une transformation 
r~versible (~quilibre changeant). II en est ainsi pour toute ~volution ~. ~ = cte. D~s que ~ varie, 
I'~volution n'est r~versible que si le point repr~sentatif est et reste sur la surface A = O. A 
priori, tout point de cet espace apparait donc comme un point d'~quilibre. Mais les surfaces 
repr~sent~es ne sont pas que des lieux de points d'~quilibre. 

Les surfaces ~ = cte conduisent ~. une stratification horizontale. Si une ~volution a lieu 
dans I'une de ces surfaces, cela signifie que la r~action chimique n'a pas lieu, le m~lange est 
inerte et se comporte comme un syst~)me simple & I'~quilibre. Seule A = 0 correspond ~. une 
v~ritable ~volution chimique. G~n~ralement, tout point situ~ ~ I'ext~rieur de cette surface 
tendra ~. s'en rapprocher par r~action chimique du fait de la stabilit~ de I'~quilibre et le 
ph~nom~ne correspondant sera irreversible. Mais en m~me temps des contraintes ext~rieures 
peuvent tendre ~. ~loigner de I'~quilibre. 

Pour qu'une telle surface A = 0 existe, il faut que la r~action et son oppos~ existent, ce que 
I'on ~crit ' 

I,/ I~ 

Le rapport A/T appara~t comme une force qui tend ~ faire ~voluer le syst~me vers 
I'~quilibre chimique caract~ris~ par A/T = O. L'~volution est, elle, caract~ris~e par un taux de 
production ~ qui sera positif si A/T > 0 et n~gatif dans le cas contraire. A I'~quilibre complet 
est nul et aucune evolution n'a lieu ~ T et p (ou ~. Set  .q- ) constants. On dira que A/T est une 
force g~n~ralis~e et que ~ est un flux g~n~ralis~. On traduit la relation de cause ~. effet ainsi 
invoqu~e en ~crivant que ~ est une fonction de A/T. En proche ~quilibre (au voisinage de la 
surface A = O) on peut effectuer un d~veloppement en s~rie de Taylor de cette fonction. Si on 
limite ce d~veloppement ~. I'ordre 1 on obtient : 

(8) "~ = L A/T 

o~ L est appel~ coefficient ph~nom~nologique. Ce coefficient d~pend de S, ~r, ~ (ou de T, p, ~) et 
est positif d'apr~s le second principe. 
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Si I'~volution en proche ~quilibre a lieu en maintenant deux paramOtres constants, par 
exemple E et ~ (syst~me isol~), on pourra ~crire : 

(9 )  ^ - ( ( 

oil ~e est la valeur d'~quilibre correspondant & E et '7" donn~s. On a ainsi : 

~ / r ~  ~ ( (lO) u( 
La quantit~ AfT intervient dans la relation de Gibbs ~crite sous la forme : 

(11)  c ~ 5 =  / d E . +  ~' ol~-~ & ~ l ~  
1- ~ 

et apparaft comme la d~riv~e : 

I1 1 , - 
- ~-~ ~,~- 

Ainsi : 

(13)  ( ;b A/-r e ~ 

peut d~montrer (stabilit~ de I'~quilibre chimique) que (a2S/a~2)E, ~ est toujours n~gatif. On 
De sorte que • 

( 1 4 )  - L  (~A / ' r~  e - " 
\ ~ - -  J~,,t - "E 

apparaft comme I'inverse d'un temps .~, appel~ temps chimique ~. E et ~ constants. L'~quation 
d'~volution devient • 

( 1 5 )  4 ~  + ~ - ~ , ~  - o 
dr :  .~ 

avec ,~ = cte et ~e = cte. 

Envisageons un cas plus complexe, celui o4 I'on n'a plus deux parametres constants, mais 
o4 I'on peut prouver que I'on se trouve en proche ~quilibre ~ tout instant. Mais I'~quilibre 
correspondant est un ~quilibre changeant. On trouvera encore des valeurs ~e et,c qui cette 
fois-ci seront fonction du temps. Supposons pour simplifier que ,~ soit constant. 

Exercice • Soit ~ = ~/~r et t" = t/t r, ~r et t r valeurs de r~f~rence, et que "~e([) = .~, 
d~terminer les solutions de I'~volution en proche ~quilibre. 

On a • 

4- -_O 
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La solution est (figure 2): 

~= c C ~_ E~-~ ~ < ~  

0 

Figure 2 

C o m m e n t a i r e  • 

t r apparaTt comme un temps m~canique ,c m, caract~ristique de I'~volution des param~tres 

externes, "~m -- Idt/d Iog~l  e par exemple. On montre qu'en proche ~quilibre le temps chimique 

,c est tr~s petit devant "~m ainsi choisi. 

On constate que I'~volution se situe toujours hors d'~quilibre et tend ~. se d~rouler ~. une 
distance constante ~ - ~ e =  T de I'~quilibre ~volutif de r~f~rence. 

II y a relaxation. La r~action chimique tend ~. rapprocher de I'~quilibre chimique, mais 
I'~volution des param~tres externes (# ' ( t )  par exemple) tend ~. I'~loignement de I'~quilibre. 

On trouve des ph~nom~nes analogues en appliquant le principe de I'etat local dans les 
~coulements de tuy~res de propulsion o~J la d~tente des gaz conduit ~. un refroidissement. II y a 
m~me alors ~loignement de I'~quilibre du fait du ralentissement des r~actions par effet 
thermique ce qui conduit ~. augmenter le temps chimique ,c. 

G~n~ralement on compare le temps chimique ,c au temps "m6canique" ,c m (pris comme temps 

de r~f~rence), afin d'~valuer I'~cart ~. I'~quilibre chimique. Le rapport "d'c m est le premier 
param~tre de DamkSIher D I. Si D I est petit devant I'unit~, I'~volution a lieu en proche 
~quilibre. Si D I >> 1, les r~actions chimiques sont tr~s lentes et I'~volution est fig~e 
chimiquement. Une ~volution de ce type est repr~sent~e sur la figure 3 : 
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f i ~ - . - - ' ' ' ' ' q  
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/ 

Figure 3 

1.2 Echange thermique 

Dans certaines situations, I'~change thermique entre deux milieux s'effectue comme si 
chacun des milieux ~tait & temperature uniforme mais variable dans le temps. L'~change de 
chaleur se fait darts une zone de I'espace s~parant les deux milieux et assimilable & une paroi 
non adiabatique (diathermane). On suppose g~n~ralement que les quantit~s accumul~es dans le 
sous-syst~me ~ : ~nergie interne, masse, entropie .... sont infiniment petites. Cependant 9 ° 
est le si~ge de I'~change de chaleur et de la production d'entropie. 

Soient deux milieux 1 et 2 en cours d'~volution r~versible et la paroi 5 ° fixe et 
ind~formable (Fig. 4). 

P 
W ' e L  

Figure 4 

Les principes de la thermodynamique nous donnent • 

(1 6) ~ E'I = ~'0"1 +'~W.~ = ~Qe-~ ~ ~ Q 2 t  4- ~We,~ 
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o~ '~Qel et~We2 sont les chaleur et travail ~l~mentaires que I'on suppose re(;us 
r~versiblement de I'ext~rieur par le sous-syst~)me 1, '~Q21 est la chaleur re(;ue du syst~me 2 
~. travers la paroi. 

(17) ~ E.#, .= O = gQ=4 +~o~4~_ donc' ~Q~.  = _ ~  

et au total : 

(18) gE = ~'E4 ,-<~ E~_~-~r=~-~ = ~ . , ~ + ~ W ~ _  

Le second principe nous donne : 

( ,S 5 , =  ~4 (~Qe.~+ ~O.~z,) (transformation r,versible) 

( 1 9 ) [  N ,S ,=  ..~_(~Qez.,.~Q.~z> (transformation r~versible) 

[~55= = 0 = %Q=~ ~ ~Q4___.~ ~-%L%~, (transformation quelconque) 
T~. T'~ 

II s'en suit que : 

Pour le syst~me total : 

(21) ~5 octet + ~ Q e z  ~ S 
T.f T Z  

mais on a aussi : 

(22) ~ 5 = ~oS4 + ~ z  ~_~S~ = 
T4 T z 

I1 s'en suit que : 

"1"4 

ce qui montre bien que la paroi est le si~ge de I'irr@versibilit& On trouve bien entendu que 8Q 
est positif si T 1 > T 2. 

L'~quilibre est atteint dans deux cas • 

(24) { ~ Q  ~ 0 
T.Z .,= "T', 

paroi adiabatique 

~quilibre thermique 

Hors de ces deux cas, on introduit un coefficient d'(~change h(T1, T2) tel que le flux thermique 
6 soit @gal ~.' 
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( 2 s )  s_~_Q = & = _ ~ ( - r , , _ T , )  

de sorte que ' 

~, _-q)~ (26) ~ S  = ( T= 
T~,Tz 

Le coefficient h est ~videmment positif. 

Les ~volutions r~versibles sont ais~ment repr~sent~es graphiquement si les ~changes 
thermiques de I'un des sous-syst@mes, avec I'ext~rieur, sont impossibles. Prenons I'exemple 
simple oe les milieux 1 et 2 sont ind~formables et oe le sous-syst@me 2 est s~par~ de 
I'ext~rieur par une paroi adiabatique (Fig. 5). Supposons les capacit~s calorifiques C 1 et C 2 
constantes, on a : 

(27) E . t=C~T.~  ., F':~ = C z ' ~  / ~ , Q =  ~ Q 4 ~ = ~ I E ~  

On ~crit alors 

as  = aE~/T~ 

Figure 5 

+ dEz/T2_ 

ou encore 

E 2 apparaft comme un degr~ d'avancement des ~changes thermiques entre les syst~mes 1 et 2. 

Les deux cas d'~quilibre sont les suivants • 

Q. = O ou F_.~ = C t e  , ~changes fig,s 

Tb. =T~ 0u F--z = .F__ , ~quilibre thermique 
Cz. C--I ~-C2. 

et le diagramme suivant met en ~vidence les diff~rentes situations (Fig. 6) • 
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E~ 

"~Q=o 

E. 

Figure 6 

Hors d'~quilibre, le coefficient d'~change permet d'~crire • 

d 4: C4 C~. q 4- q .  
= 0  

et le coefficient • 

,I ",- ,t / = ,E "-4 (29) ( 
/ 

apparaTt comme I'inverse d'un temps de relaxation d'~change thermique. On voit que la 
situation est analogue, bien que plus simple, ~ celle de la r~action chimique. A I'~quilibre 
thermique, on a '  

E e _ C~_ E 

C4 4- C~ 

de sorte que • 

(30) aE.~_~, t- E~_- E= e _ 0 
c ( t  ~; 

E 2 peut ~tre fixe ou variable en fonction du temps suivant les cas. 

Notons ici que les ph~nom~nes irr~versibles ne se pr~sentent pas toujours d'une mani~re 
aussi simple. II suffit de citer les ph~nom~nes de frottement (le frottement sec en 
particulier) ou la plasticit~ pour s'en rendre compte. Cependant, la plupart des situations 
~voqu~es ici seront justifiables d'un traitement analogue. 

2. PRESENTATION DES COEFFICIENTS DE TRANSFERT PAR LA 
THERMODYNAMIQUE DES PROCESSUS IRREVERSIBLES [10] 

II s'agit de la g~n~ralisation des r~sultats precedents au cas de plusieurs ph~nom~nes 
irr~versibles simultan~s et au cas des milieux continus. 

Dans tousles cas o~J cette th~orie s'applique, on peut ~crire le taux de production d'entropie 
de I'unit~ de volume sous la forme • 
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• # (31) W s  = ~ F~=+ 4- : 

o~J les F sont des forces g@n@ralis@es (comme le rapport AfT ou le saut de lfT & la travers@e 
d'une paroi, ou encore un gradient de l/T, etc.) et les (~ sont des flux g@n@ralis@s (production 
chimique, densit@ de flux de chaleur, etc.). Les exposants S, V, T signifient respectivement 
scalaire, vectoriel, tensoriel d'ordre deux. Ces quantit@s F ou ~ doivent former un syst@me de 
variables ind@pendantes. 

Le tableau suivant @voque les cliff@rents types de ph@nom@nes. 

S V T 

Rapport NT Extens ion Gradient ou Gradient ou Partie non scalaire 
en volume saut thermique saut de potentiel du tenseur des taux 

~ chimique de d@formation ~' • 'b" 

Production Tension de Flux de chaleur Flux de diffusion Tenseur des con- 
chimique ~ viscosit@ de conductif traintes visqueuses 

volume (d@viateur) 

Paradoxalement, on n'utilisera que tr@s rarement cette th@orie pour les irr@versibilit@s 
chimiques. La cin@tique chimique fournit g@n@ralement des expressions plus pr@cises et non 
lin@aires des taux de production ~. 

Nous n'envisagerons pas de ph~nom~.nes ~lectromagn@tiques. 

Au cours d'une ~volution r~versible, ~/s ainsi que les flux et les forces sont nuls. En dehors 
de ce cas, les flux peuvent @tre consid~r~s comme des fonctions des forces g@n@ralis~es. Ces 
fonctions d~pendent des param~tres d'~tat du syst~me. Lorsque I'irr~versibilit~ n'est pas trop 
forte, on d~finit des relations lin~aris~es entre flux et forces, dites relations 
ph~nom~nologiques. 

(32) ,~v = E '  F S + I#" F" ,,. E~ F I  

~T L~ F s i] ~ F v C T 
= . 4- F "r 

On d@montre que les coefficients matriciels non diagonaux sont nuls. II n'y a de relations 
qu'entre flux et forces g@n@ralis@s de m@mes ordres tensoriels. D'autre part, on obtient des 
relations entre les composantes des coefficients matriciels. Ces relations, dites de r@ciprocit@ 
sont dues ~ Onsager. 

Parmi les flux invervenant dans les ph~nom~nes de transport, il en est de trois sortes dans 
le cas des m~langes de fluides en ~coulement • 

- le flux de diffusion de I'esp~ce j, ~Dj = Pj Vj 
- le flux thermique = q 
- le flux de quantit~ de mouvement de viscosit& ~"mv = ~'" pT" 
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On voit qu'un couplage est possible entre flux de diffusion et flux thermique, qui sont de 
m~mes ordres tensoriels. Aucun couplage intrinsOque n'aura lieu entre ces flux et le flux de 
quantit~ de mouvement. 

Les relations ph~nom~nologiques les plus simples qui soient, en I'absence de couplages 
entre les ph~nom~nes de transfert, sont • 

~"~ = - ~ ' ~  9 ''~~ Y,~ (Io~ de Fick) 

(33)  ~" = _ ,.k ~- - r -~d-F (Ioi de Fourier) 

~'_ p ' ~ = ~ .  (~ '® ~ , ~ ' ~ ) , ~ . . ~  (Ioi de Newton) 

est le coefficient de diffusion, ~. le coefficient de conduction thermique, p. le coefficient de 
viscosit~ et k le coefficient de viscosit~ de volume tel que k = 2/3 ~ + -,1, P = - ~:, ~; ~tant le 
tenseur des contraintes. 

Rernarques : II sera ~tabli au chapitre suivant que dans le cas d'un fluide de pression 
thermodynamique p e t  dont le tenseur des pressions est ~,  le taux de production d'entropie 
comprend le terme dissipatif (irreversible) : 

] ' ) :  - ~  P 

tenseur ~ ~tant sym~trique~_.on peut remplacer V ®  ~ '  par sa partie sym~trique 
D = 1/2 ( ~ ' ®  ~ .,- V ' ®  ' ~  ). Si I'on veut mettre en ~vidence les parties scalaires de ces 
tenseurs, il faut les d~composer. Ainsi [113 : 

la trace du premier tenseur ~tant nulle. De m#,me : 

avec 

(36) r r  = £ t r  P" 
5 

de sorte que 

La quantit~ ~ est la pression normale moyenne. Le terme de viscosit~ de la production 
d'entropie devient donc• 

1 3 7 1  - 

On ~crit donc les deux relations ph~nom~nologiques • 

. . . . . . .  T')  
t P_~- ~" = _ ~. ( V ~ -  ~-V®~--  ~ V.~ (38)  ' 

= 
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De sorte qu'au total on retrouve la Ioi de Newton avec le coefficient 11 tel que • k = 2/3 p. + ~], 
viscosit6 de volume. 

Pour la diffusion et le transfert de chaleur il existe des effets coupl6s de thermodiffusion. 
D'autre part, les flux ,.,?~r'DJ ne sont pas ind6pendants puisque leur somme est nulle.._.,..En fait le 
terme de production d'entropie qui leur correspond fait intervenir non pas V Yj, mais 
~ "  (gj/T),qui d~pend aussi du gradient de temp6rature et du gradient de pression. Le flux de 
chaleur q comprend, quant ~. lui, le flux conductif et un flux de chaleur li6 ~. la diffusion. Ces 
questions seront examinees plus loin. 

Notons pour terminer que les relations ph6nom6nologiques sont valables tant pour les 
syst~mes continus que pour les syst~.mes discrets. Dans ce dernier cas, la Ioi de Fourier se 
ram~ne ~ la Ioi d'6change thermique du paragraphe 1. 

3. PRESENTATION DES COEFFICIENTS DE TRANSFERT PAR LA THEORIE 
CINETIQUE DES GAZ ELEMENTAIRES [12] 

La thdorie cin6tique des gaz 616mentaire offre une premiX)re approximation de ces 
coefficients de transfert. 

Chaque mol6cule, de diam~tre d, a une sphere d'influence de rayon d. Le volume balay~ par 
cette molecule, dont la vitesse est ~' en moyenne (vitesse quadratique moyenne pour I'ensemble 
des esp~ces), est =d25 par unit~ de temps. 

Le nombre total de mol6cules contenues darts I'unit6 de volume ~tant N, le nombre de 
collisions par unit6 de temps est donc, pour une molecule : 

(39 '~  =. ~ d ~ E  N ( ~  t,~ _ _  j J£d 
I I  

et le libre parcours moyen "~ est donc 6gal ~ • i ~, 

(40) ~ = E./ ')c = - t / ~ d = N  Figure 7 

Fr~quence de collision et libre parcours moyens ont ~t6 caTcul~s en supposant les molecules 
immobiles dans le volume balay6. Si I'on tient compte du mouvement des molecules cibles, on 
obtient : 

(41) 9rv 

Envisageons maintenant la densit~ de flux unitaire d'une propri~t~ massique f ~ travers une 
surface d'abscisse x o en supposant pour simplifier que le mouvement d'agitation mot6culaire 
est parall~le ~ I'axe des x. Les molecules provenant des x < x o transportent en moyenne 

o- _ -i L 

Figure 8 

la propri~t~ massique f(x o - l~/2). Seule une 
collision est susceptible de changer f. Les 
molecules provenant de la face x > x o 

transportent f(x o + (~/2) par unit~ de masse. 
Le d~bit mol~culaire dans un sens comme dans 
I'autre est, en valeur absolue proportionnel 
NS. 
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Ainsi le flux traversant la surface par unit~ d'aire sera proportionnel ~ : 

(42) ~F ~" MNF_ [#(~o-el~)- ~('zo÷e/2)] 
dans le sens des x positifs. Ce r~sultat est valable pour un fluide au repos el une surface au 
repos ~galement. Mais il convient aussi & un fluide en mouvement avec I'hypoth~se de 
I'Oquilibre local pour chaque constituant, la surface suivant alors le mouvement de vitesse ~" 
moyen. 

On aura doric : 

En d@veloppant le second membre suivant les puissances de ~_ et en se limitant au premier 
ordre, il vient : 

ou encore, d'apres I'expression de ~ : 

(45) = _ M 1Td e- 

La vitesse moyenne mol@culaire est telle qu'~. l'(~quilibre de translation (mol(~cules 
monoatomiques) : 

donc: 

On en d~duit que : 

(46)  

~_.~'=. ~ 'z ,T , 1"(,=. R / ~  / =- 4 /1 ' 4  

/ 

'~F = - aF M V 
"5~T 

Appliquons ces relations successivement ~! la masse de I'esp@ce j, ~ I'@nergie interne el ~l la 
quantit~ de mouvement, c'est t= dire ~. : 

(47) # = M~N~/MN = "Y'~ j ~'= c ,T  , ~. = ~" 

On obtient les relations, valables dans cos cas simples : 

"F 

P_r  = _os  M ZO 9,- 

II s'en suit que les coefficients de transfert d@finis au paragraphe 2 pour la diffusion, la 
conduction thermique et la viscositO sont ~gaux ~ : 
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Ainsi p~, ~, et i1 sont proportionnels ~ ~ .  

Puisque p = p/rT, le coefficient de diffusion o~) est, ~ pression donn~e, proportionnel & T 3/2. 

Pour un gaz polyatomique, ~ peut encore ~tre considerS, en premi@re approximation, 
proportionnel ~ ~ .  

Trois hombres sans dimension sont couramment utilis@s pour comparer les effets 
precedents: 

- Le nombre de Prandtl Pr = ~Cp/~, = 7 (ap/a T) avec ~, = Cp/C v, 

Le rapport al~/a T est pris ~gal b. 2/5, de sorte que pour les gaz monoatomiques, on trouve : 

Dans le cas des gaz polyatomiques, la relation d'Eucken nous donne : 

ce qui conduit & l'expression : 

(50) P~ = ~ / ( 9 ~ - s )  

Cette derni@re relation s'applique (~galement aux gaz monoatomiques pour lesquels on a 
"y= 5/3, on retrouve alors les r(}sultats pr(~c(~dents 

"p,. = 2 ~ r / s  = ~_/~ 

- Le nombre de Schmidt : 

( 51 )  s~ = ~ / C 2 )  = Q~lo~ 

Ce nombre est sensible ~. la variation de la masse molaire : 

(52)  5~  = 0 , 4 4 5  ~ , / o , ~ 6  

c°est une relation empirique. 

- Le nombre de Lewis : 

On trouve donc : 

(54)  Le_ ,,., O /O~6rL5  " 9 ~ - g  c ~  OJg~6 
-6 
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On constate que pour les gaz, ces nombres sans dimensions sont de rordre de grandeur de 
I ' u n i t ~ .  

Une estimation plus precise des coefficients de transfert n~cessite une analyse de la 
dynamique des collisions. La th~orie, qui ne sera pas expos~e ici tient compte des d~viations de 
trajectoires mol~culaires sous I'effet du potentiel d'interaction. Elle implique la d~termination 
des sections efficaces de collision et d'int~grales de collision intervenant dans I'~quation de 
Boltzmann des gaz. 

Dans le cas des liquides, la thdorie cin6tique des gaz classiques n'est plus valable car les 
distances entre moldcules sont alors du m~me ordre de grandeur que les dimensions des 
moldcules. 

Les rdsultats, provenant des mesures expdrimentales, montrent des differences sensibles 
avec ceux des gaz. 

Les figures 9 et 10, tir~es de "Molecular theory of gases and liquids" de Hirschfelder et al. 
montrent rinfluence de la pression et de la temperature (rapport(~es ~. leurs valeurs 
critiques) sur la viscosit6 p. et la conductivit~ thermique ~. du gaz carbonique et de rargon 
respectivement. 

, i , , T I , F , t ' , ' r , I 
I I I I I r ~ l  I i 

# a -  

E \\ r ~,# 
#~ [\\\\ 

20° CO~ 

2 0  8 0  l 
p ( a r m )  

J I t I t I I J J 
l 0  1 5  

I 4O k / ° 

J J L J i 
0 5  

Figure 9 

Plusieurs theories ont ~t~ utilis~es pour d~terminer les coefficients de transfert des 
liquides et des gaz denses. Citons parmi celles-ci : 

- le principe des ~tats correspondants qui ne donne de r~sultats que pour la viscosit6, 

- la th~orie du complexe activ~ (Eyring) qui convient pour les ~coulements plastiques, 
pour les liquides, mais pas pour les gaz, 

- la thdorie d'Enskog, extension de celle des gaz qui convient aux gaz reels, 

- la thdorie cindtique rigoureuse, bas~e sur I'~quation de Liouville, valable pour les gaz 
denses, mais tr~s complexe, surtout d~s que I'on a affaire ~ des m~langes. 
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On peut espOrer que les m~thodes utilis~es pour d~crire I'Otat liquide et la r~activit~ 
chimique en phase liquide, telles que celles bas~es sur I'~quation de Langevin, apporteront des 
r~sultats int~ressants pour les m~langes r~actifs en presence de convection. 

Les parametres de similitude sont affect6s sensiblement par les fortes interactions 
mol~culaires existant dans les liquides. Le nombre de Prandtl, par exemple, pout varier 
consid~rablement, comme le montre la figure 11 . 

~ 2.C 

'L 

~ 2C 

E 

_ ( 
80 

I I I I I I I I 

r I I I I I I I ' I ' ~ , m  Ar 
p = 24a tm p r = t  ~.  

p = 2  

,22".,2'\2=' 

I I I I I L I ] I I I 
1 0 0  1 2 0  140  - 150 1 8 0  

T(*K) 

'L  = r / ~  

2 0 0  

1 .3  

Figure 10 

,.,_3 

oJ 
,.J 

".,I- 

I i I I I 

#0 -~ ~0 -~ 4 40 40 i dO ~ 

d }  

t~ 

o 

40" 

Figure 11 
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4. ELEMENTS DE CINETIQUE CHIMIQUE [9], [12], [13] 

Ne sont envisages que les cas o~J le processus chimique peut ~tre d~compos~ en un ensemble 
de r~actions ~l~mentaires. Les taux de production chimique sont supposes v~rifier des 
expressions en polynomes des concentrations. 

Un m~lange comprenant N esp~ces chimiques d~sign~es par I'indice j, une r~action 
chimique sera repr~sent~e par • 

N N 

(55) 

avec • 

(56) 
# / ')~ - ' ) i  

Le taux de production des esp~ces en masse par unit~ de volume du m~lange et par unit~ de 
temps sera • 

(57) 

a v e c  • 

,d 
(581 = & ( , )  c, 

La vitesse sp~cifique de r~action k(T ) est g~n~ralement de la forme • 

(59) ~(T) = B T ~ e x p ( - E = / i ~ ' r )  

oh Bet s sont des constantes, E a I'~nergie d'activation de la r~action. 

Une telle formule peut s'~tablir ~. I'aide de diverses theories • th(}orie du complexe activ(} 
(Eyring), th~orie des collisions, etc. Les valeurs des constantes B, s et E a sont tabul~es darts de 

nombreux cas. 

Une formulation aussi simple n'est valable que pour des r~actions ~l~mentaires. Aussi, une 
t~.che importante consiste ~. d~terminer les schemas r~actifs et ~, faire apparaitre ainsi 
I'ensemble des r~actions ~l~mentaires. 

Si la r~action inverse a lieu ~galement, on aura • 

(60) 

On ~crira alors • 

(61) 
p. 

~o = -~, (T) Tr r_, ~ 
/. 
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On adonc" 

(62) 

ou encore' 
-V¢  

(63) "~ = ~ ( "~._~ I F  C.;. _ ,t ) 

Nous avons ~tabli en 1.4.2, que pour un m~lange ideal de gaz ' 
- A/R.T V& 

(64) "FI" Cc = ~c (1-) e 
¢ 

si bien que • 

A/RT  

A I'~quilibre chimique, on doit avoir ~D ~ ~R et en m~me temps A = 0. II s'en suit que • 

(66) "~D/~R. = Wc (T) 

Les vitesses sp~cifiques sont reli~es par une ~quation thermodynamique simple. On en 
d~duit que • 

(67) ~ = "~e, ( e- A/RT -,I) 

On volt que la cin~tique chimique permet d'exprimer t~ en fonction des param~tres d'~tat, ce qui 
complete les r~sultats du chapitre 1. 

En proche ~quilibre, la relation pr~c~dente peut ~tre lin~aris6e en fonction de A. On 
obtient • 

(68) "~ ""-~R A/I~T 

Le taux de production d'entropie • 

(69) ~ S  = A ' ~  = ~ ( A / R ~ , I )  A/T" 
-r 

devient • 

(70) ~ S  ,=_ "~R A , / R T  ~ 
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et est bien entendu toujours positif. 

Ce r(~sultat est en ad(~quation avec la  th@orie classique des processus irr@versibles 
lin@aris@s. L'affinit@ chimique peut @tre consid(~r(~e comme une force g(~n@ralis@e et le taux de 
r(~action z~ est un flux g0n(~ralis& Ce flux et cette force sont des scalaires. On (~crit • 

(71) F'= A/'r- , '~ '= i 

(72) 

. . . ,z. 

{ S ~ s =  ~ = ~SF 

~s = L F ~ 

avec • 

(73) L = ~R/ /R  

On constate qu'en proche (~quilibre, A/T et ~ sont des infiniment petits du premier ordre, 
alors que W S est un infiniment petit du second ordre et pourra (}tre consid(~r(~ comme une 
quantit@ n@gligeable dans de nombreux cas. Nous verrons au chapitre suivant, que la m@me 
remarque reste valable pour tousles ph(~nom~nes de trans(ert en proche @quilibre. 



CHAPITRE 3" EQUATIONS DU BILAN DES 
ECOULEMENTS REACTIFS 

Sont ~tablies dans ce chapitre les ~quations du bilan des m~langes fluides continus. Ceux-ci 
posent diff~rents problt}mes qui seront examines : passage du discret au continu, expression 
des flux et production d'entropie notamment. Ces derni~res expressions seront introduites ~. la 
lumi~re des rdsultats obtenus pour les systt}mes discrets et I'expression du flux d'entropie en 
presence de diffusion est ~tablie. Enfin d'autres bilans d~terministes et probabilistes sont 
abord~s. 

1. PASSAGE AU CONTINU : EXEMPLE DU TRANSFERT THERMIQUE DANS UN 
MILIEU CONTINU AU REPOS 

C'est le premier exemple de milieu continu dont I'~tat thermodynamique ne soit pas 
homog~ne et qui ne soit pas form~ d'une somme discrete de sous-syst~mes. Pour simplifier, 
supposons que le processus est unidimensionnel (Fig. 1). 

7- e i < 

,,;<. 

Figure 1 

Le bilan d'~nergie est • 

_ ~q ~ ) ]  7__ (I) ~ -~ 

en prenant pour I'~nergie interne massique e(x, t) une valeur moyenne dans la tranche 
d'~paisseur ax. La masse volumique pest  constante. La chaleur sp6cifique massique c est telle 
que de = cdT. 

L'~quation du bilan ~nerg(~tique devient donc• 

'a~ 0 ou ~,c "aT .~ -a q (2) ~ "ae. ~. . . . . .  o 
"~t ~,x. 2> f_ "~nc 

Le bilan d'entropie se d~termine de mani~re analogue (Fig. 2). 
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& 2  
" r  

t3C. 

Figure 2 

-~ (q/r) 1 (3) (~ ~_ - ~ , )  ~ g~ = [ ; - - ( ~ q  q .  ~ ~ - ]  z_ 

Le taux de production d'entropie ~SiS de I'unit~ de volume est d~sign~ par WS On obtient • 

~('~/T) V:,/S (4) ~ "-a._~s + _ = 

Chaque tranche d'~paisseur ~Sx, aussi petite que ron veut, est considdr(~e comme un 
sous-syst~me en dquilibre. On obtient donc dans ce cas • 

(5) d e = T d / 3 o u  be. _ T - 'as (Gibbs) 
-a.E ~ t  

Cette relation permet d'~liminer s et e entre les bilans ~nerg~tique et entropique. On 
obtient • 

(6) Ws = ~ ~(4/T) 
~ L  

Cette relation fait apparaftre le flux et la force gdndralisds, respectivement ~ =  q et 
F = 03 (1/1)/03x. Les principes de la thermodynamique irrdversible donnent ici • 

En posant ' 

)~ : L / T  ~" 

on retrouve la Ioi de Fourier • 

(8) c I = - X ~ - r / b ~  

Le bilan d'dnergie devient • 

(9)  (~ ~ e  ~ / /~ ~ T  
1 = o  

Avec les hypotheses choisies, on obtient, si Z. est constant • 
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(10) rot ), "~¢T = 0 
"o~: { 'c "b ac ~" 

G(}n(~ralernent, on pose k = ;dpc, diffusivit~ thermique de sorte que : 

(11) ~)q- _ ~ J T , =  o ((}quation de Fourier) 
"b-E "~ ,~z 

Enfin, on constate que le taux de production d'entropie WS devient • 

(12) v~' s = L ( " o ( ' t / T ) / b ~ )  ~ 

ou encore • 

T ~- ~ % /  

Si aT/~)x est un infiniment petit du premier ordre, WS est un infiniment petit du second 

ordre Iorsque ~/T 2 est une grandeur finie. 

Ces r~sultats sont g6n~ralisables aux processus tridimensionnels comme nous le verrons 
dans un cas plus complexe au paragraphe 6. 

2. RAPPELS SUR LES NOTIONS DE DERIVEE PARTICULAIRE ET DE DEFORMATION 

Ces notions sont indispensables pour ~tudier des milieux d~formables en mouvement. Soit 
une propri~t~ f(~', t) d'une particule du milieu continu, on ~tablit que sa d~riv~e temporelle, 
Iorsque ron suit cette particule dans son mouvement, est : 

(14) 45 _ ~ + ~. ~ 
a.t '~ L- 

oB ~es t  la vitesse de la particule. On appelle d6riv6e particulaire cette quantit6 df/dt. 

Consid6rons maintenant un vecteur 6~, de Iongueur aussi petite que I'on veut, d'extr6mit~s 
~ e t ~ +  6£ ~. I'instant t, ces extr6mit6s (et donc le vecteur lui-m~me) 6tant transport6es par 
le mouvement. 

Ona: 

(15) d_ = -¢ 
4~ 

avec • 

~ ..,,-,=t = ,  

(1 6) ~K = ~rae[  ~ = 

On d~montre alors que I'~l~ment de volume ~-'F v~rifie • 

(17) d-(Sv)= t~(~)~ = V-~.~ ~r 
at 
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ofJ d i v~es t  le taux de dilatation en volume. 

Le tenseur K se ddcompose g~n~ralement en une partie sym~trique D = 1/2 (K + K), ou 

tenseur des taux de d~formation, et en une partie antisym~trique-~'= 1/2 (~'- K'~ ou tenseur 
des taux de rotation. 

3. BILAN DE MASSE DE L'ESPECE j. BILAN DE MASSE GLOBAL [9] ,  [ lO], [ 14], 
[15]  , [ ~  

La m~thode la plus rigoureuse pour ~tablir le bilan de la masse en milieu continu consiste 
suivre le mouvement d'une esp~ce j donn~e. Une surface de contr61e ferm~e I;j ayant une 

position arbitraire ~ I'instant initial et limitant un volume ~Tj suit, par hypoth~se le 
mouvement de vitesse vj(~, t) de I'esp~ce j. La d~riv~e particulaire sera donc d~sign~e ici par 
dj/dt. Seules les r~actions chimiques sont susceptibles de modifier la masse d'esp~ces j 
contenue darts le volume (-~j),  il s'en suit que le bilan s'~crit sous forme int~grale : 

La d~rivation de I'int~grale implique le calcul de ' 

(19)  

D'apr~s les r~sultats du paragraphe 2 • { + - -  d~" e,f _ ~ C',+" .<_ ~ . .  ,~ ra..d (%. 
(20)  ~ e  '~t-  

L'~quation du bilan devient • 

OU encore • 

= 0  

Le lemme fondamentml de la m~canique des milieux continus permet de passer ~. I'~quation 
du bilan locale. En effet, si I'~quation pr~c~dente est valable quel que soit le volume de contr61e 
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initial de I'~coulement consid~r~ et si les propri~tOs pj,~ii, et Wi et leurs d~riv~es premieres 
sont continues, ce que nous admettrons ici, la quantit~ sous le signe "somme" est identiquement 
nulle • 

(23)  ~ ~ ,~tV(e~'~"-":' ) = v~/~' 

Inversement si (z) limite un volume de contr61e (~)  fixe, on obtient par integration • 

(24)  

On voit bien ici les diff~rents termes du bilan du syst~me ouvert que constitue le volume (-~-) • 
- 

terme instationnaire, flux de masse Jj = p  & travers I'unit~ d'aire de (~:), taux de 
production chimique. 

Si on effectue une sommation des termes du bilan local sur I'indice j, j = 1 . . . .  N, on 
obtient • 

(25)  -be  + a ~ : ~ ( ~ ' ) = O  

a v e c  • 

(26)  

i,/ 

= ( ' i %  

La production de masse totale est nulle de sorte que • 

(27)  
14 

on v~rifie ais~ment que ce r~sultat est compatible avec les lois de cin~tique chimique donn~es 
au chapitre 2 puisque • 

(28)  

o r '  

(29)  Z vl., ~ cJx/~ • = 0 

exprime tout simplement la conservation de la masse au cours de la r~action r. 
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(31)  

En posant • 

Le flux de diffusion ~ Dj est d~fini par • 

(3o) ~o~ = (~ (,~ _~) 
de sorte que I'~quation du bilan local de I'esp~ce j devient • 

. - . a l . .  

fraction massique de I'espt~ce j, et en utilisant I'~quation de la masse globale, on d~duit • 

' ~ ÷  o~(,, $,~ = ~. (32)  ~ d~- 

o~J la d~riv~e particulaire d/dt est celle du mouvement barycentrique • 

(s3) av~-- = ~ra + ~'. ~-~ 7~ 

4. EQUATION GENERALE DU BILAN D'UNE PROPRIETE F [9], [11] 

Le r~sultat obtenu pour la fraction massique Yj, qui fait apparaTtre Iocalement trois 
termes • d~riv~e particulaire en suivant le mouvement de vitesse ~ divergence du flux 
unitaire ~. travers une surface suivant ce m~me mouvement, taux de production, se g~n~ralise 
formellement & n'importe quelle propri~t~ massique f correspondant ~. F. 

Si F est une propri~t~ (masse, quantit~ de mouvement, ~nergie...) du fluide (plus 
g~n~ralement, du milieu continu), et f sa valeur par unit~ de masse, on a en suivant un volume 
(Jr) sans son mouvement • 

(34) d_ e~ (v  = _ ~ . ~ ' . z  ~ a ~  
dE" ,t- 

o~ ~ est la normale ext~rieure ~. la surface (~:) limitant le volume connexe (Fig. 3). On a • 

13 Z 

Figure 3 
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Or, on salt que ' 

done 

a ('a ~-) - ~z~ ~ a e  

(36) a_ j" f#a  
clt 

En appliquant le th~or~me de Stokes-Ostrogradski, on a par ailleurs ' 

L'~quation g~n~rale du bilan devient done • 

On montre (lemme fondamental) que si la quantit~ sous le signe . ~  ne subit aucune 
discontinuit6 darts le volume (~) et ceci quel que soit (-V) dans le champ de I'~coulement, cette 
quantit~ est identiquement null& L'~quation du bilan locale s'~crit doric • 

X 
Dans cette ~quation, on reconnaft le flux t,~ F qui caract~rise le transfert de F & travers un 

~l~ment de surface qui suit le mouvement (voir chapitre 2) et le taux de production volumique 
de F. 

En appliquant I'~quation de conservation de la masse, on modifie r~quation locale du bilan 
de la propri~t~ F qui devient • 

d{ (40)  • ~--[.. + 

Un autre forme de I'~quation du bilan local est obtenue en introduisant le flux unitaire ~. 
travers une surface fixe • 

(41) 3~ = ~F 4- ,v" 

ce qui donne • 

(42)  "a({~~) + 4(4 .]'-~ --_ '~/F 

En appliquant rune ou I'autre de ces ~quations ~ la masse de I'esp~ce j, on retrouve bien 
entendu les r~sultats d~j~ acquis. 
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Remarquons qu'en utilisant la m6me m~thode du bilan integral avec une surface_,.(~:) 
limitant un volume ( ~ )  qui suive un mouvement fictif de milieu continu de vitesse V, on 
obtiendrait • 

avec • 

(44) t = • ~ca.d 
oLE ~t" 

5. BILAN DE LA QUANTITE DE MOUVEMENT 

A chaque esp~ce j, on associe sa vitesse q,'-j, un tenseur de pressions Pj et une force 
ext~rieure f] par unit~ de masse. Nous donnerons ici seulement le r~sultat obtenu en sommant 

sur I'indice j • 

(45) ~, ~ + = ,~ 

oe P est un tenseur des pressions global, sym~trique. 

6. BILAN DE L'ENERGIE 

L'expression du premier principe 6tendu aux syst~mes en mouvement est, par unit~ de 
temps • 

(46) d~  , ~ <  _ ~ +  
o1"-'~ ÷ o~k 

dE/dt et dK/dt sont les d~riv~es temporelles de I'~nergie interne et de I'~nergie cin~tique du 
fluide contenu dans le volume ( ~ )  que I'on suit dans son mouvement (~ la vitesse 
barycentrique ~" du m~lange). ~ et C~ sont respectivement la puissance et la quantit~ de 
chaleur par unit~ de temps, apport~es au m~me syst~me. 

Rappelons que pour la grandeur F on a • 

Compte-tenu de la conservation de la masse globale on obtient • 

(48) d F  f c1.~ ol'V" 
o7-~ =- J , t  ~' ~-# 
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Appliqu~ ~. E et K, ce r~sultat donne • 

(49) ~ o] ( 2. 

puisque • 

+z.. ~,+. ~." =~, ,  f., ( + + v + )  + ..._ e+  '+ 
(5o) 

d F ~ d e  d ~  

En multipliant scalairement par ~" les deux membres de I'~qumion de la quantit~ de 
mouvement, on a ' 

(51)  (~. = _ ~ .  a ~  P ~ .  ,~- • Z_. ~ . .  

soit encore : 

(52) ~ C ~-~ = - 

o~: 

(53) 

Doric 

(54)  

La puissance 

(55)  

,+ . ~'" 

-P : ~e.~d o..r = 

apport~e au syst~me est la puissance des efforts ext~rieurs • 

On d~finit la puissance des efforts int(~rieurs comme • 

On obtient le th~or~me de I'~nergie cin~tique • 
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(57)  ell,( _ ~::~. ~J~L - 

Le premier principe devient • 

( 5 6 )  - 

II reste & exprimer ~ sous la forme 

(59) ¢~ -= .~  ~L ol,V- - ~ ~'. E" o[z 

en tenant compte 6galement d'un apport d'6nergie par unit~ de volume r. 

Le bilan de I'¢~nergie interne devient donc• 

ou, Iocalement • 

(61)  ~ + d~v = "r . . -  "1 > .  ~ ' ® ~  +. ~'. . 

En d6composant le tenseur gradient de vitesse en sa partie sym6trique et sa partie 
antisym6trique • 

et compte-tenu que P e s t  sym6trique, on a finalement " 

(63)  d e  d(V ' - *  ~ ~ ' :  D + ~" - 
e s r (  ÷ q =  - x 

7. FLUX ET PRODUCTION D'ENTROPIE DANS UN SYSTEME DISCRET [8], [17] 

Un r6cipient de volume ( ~ )  ind6formable et limit6 par une paroi imperm6able et 
adiabatique est s6par6 en deux parties par une paroi fixe et poreuse. A I'instant initial le fluide 
(le m6me dans chaque compartiment), est de part et d'autre & I'~quilibre darts des 6tats 
diff6rents. On ~tudie une petite transformation de ce syst~me (Fig. 4) 

T' h I ' T~ 1~" 

J I , e~ I ?.;- 

Figure 4 
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Supposons qu'une masse ~m passe du compartiment 2 au compartiment 1 pendant le temps ~t et 
consid~rons les syst~mes ferm~s de masses (m 1 + 8m) et (m 2 - ~m). Le premier principe 

donne pour chaque pattie • 

(64)  

ou encore' 

{ (Y~ +'~m )(e,+~,e~) - (,m, e,  .~i'n ez) = P~ ~,'n 

f~ 

(65)  

au total • 

(66)  t ( ~ , e , )  . S(~e~) = o 

De m~me le second principe donne • 

/ 
Au total • 

pour la variation d'entropie du sous-syst~me 1 

pour celle du sous-syst~me 2 

La relation de Gibbs • 

(69) 

et I'expression de s : 

(70)  

fournissent : 

(71)  

T T 

s =  ± ~ +  ~_ .v -_  % 
T T "I- 

T~ -rL 
~- %m( q~ B~) ~ - ~  

du fait que les volumes de chaque compartiment sont invariables • 

~ ( ~ " 4 )  = ,m,~,~'-, + -% <ov~ = o  
(72)  
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L'application du premier principe au syst~me total permet d'~crire ' 

(73)  

On trouverait la m~me chose en @crivant directement les relations pour chaque sous-syst@me 
ouvert • 

~, e~) + ~ (m~e~_)=o 

(74) g~:~ = &(m,-. 'o,)÷ Z ( m = . ~ = ) ~ / o  

Le flux d'~nergie interne re~u par le sous-syst~me t apparait donc comme • 
,,¶ 

(75)  q~. = ~(mie~) 

et le flux d'entropie correspondant est ' 

Le flux de volume est • 

(77)  

Ona: 

(76)  
--•6 ~ + I- -- 

T," ~ .  ~ ~-~ 

Donc• 

(79) %~" = i ~(~,'e~)- ~/ ~ 
r~ T~ 

ou encore, pour la partie 1 et en supprimant rindice 1 • 

T 

o~J Fn est le flux de masse. 

En presence de plusieurs esp~ces chimiques on trouvera • 

( 8 1 )  %.s T = 

o~ ~j est le d~bit massique de I'esp~ce j ~ travers la paroi. 

Le taux de production d'entropie sera • 

avec' 
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(83)  A { ~ I : ) : -  ~ / :  - ~IT, , ASh.I:)-_ ~,IT~ _ 9 ~ , 1 ~  

Remarquons ici que le flux d'(~nergie interne : 

( 8 4 )  c I = ~, (,~) 
comprend une partie conductive et une partie due ~ la diffusion ~. travers la paroi. D'autre 
part q et ~j sont des flux rentrants pour le sous-syst~me consid(k& 

La s(~paration entre conduction et convection d'(~nergie interne sera examin(~e au chapitre 
5, o~J le taux de production d'entropie sera (~crit sous une forme qui fait apparattre clairement 
les termes dus au saut de temp(~rature (certains d'entre eux sont contenus darts ,'% (g/T)). 

8. BILAN DE L'ENTROPIE EN MILIEU CONTINU [9], [10], [16], [17] 

Chaque ~l~ment de surface (z) qui suit le mouvement barycentrique de vitesse ~ e s t  
travers~ par le flux de chaleur ~ et le flux de diffusion ~'Dj par unit~ d'aire et de temps. Le 
vecteur flux d'entropie correspondant est donc, par extension des r~sultats du paragraphe 7 • 

R e m a r q u e  • En appliquant la relation de Gibbs • 

(86)  • d %  = ~_c~F__ ~.._P_P d E _  ~_ 
T l"- 1- 

Z.. %. ot,~+- 

aux flux, on pourrait (~crire aussi, formellement • 

(8 i + :  + , 

Le flux de volume ~V (~tant nul, et '~F__ (~tant (~gal ~. ~,  on retrouve la formule pr(~c(~dente. 

Nous avons admis (~galement un apport volumique r d'(~nergie de sorte que I'apport 
d'entropie ext(kieur est • 

Le second principe nous indique que • 

(89)  -5 = Se.. + t~ , s c  > / o  

avec ici • 
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tg_d 
(90) - 4-1: J~q ~°A °1~" = J¢ 

L'Oquation int~grale du bilan entropique est donc• 

d.s d,,~ 

(91) 

En utilisant le th~or~me de Stokes-Ostrogradski et le lemme fondamental on obtient I'~quation 
locale : 

~ : : = .  

La relation de Gibbs s'applique aux d~riv~es particulaires : 

(93) ~ _ d ole~ _~ P o1~- Z o~ ~ly i 
d t  -r o1~ T d t  1 t- d~- 

En combinant cos deux derni6res ~quations et on reportant los valeurs trouv~es dans los 

paragraphes precedents pour <de o1~- _ c~ (.l/¢J et A Y~" on obtient' 

(94) 
& T T 

II reste, si I'on veut appliquer correctement les principes de la thermodynamique des 
processus irr~versibles, ~. bien s~parer dans cette expression les forces g~n(~ralis6es 
ind~pendantes ce qui sera fait par la suite et qui est d~j~. r~alis~ dans la formule pr~c~dente en 
ce qui concerne les ph~nom6nes de viscositY. 

9. SURFACES DE DISCONTINUITE EN MILIEU CONTINU 

Les ~quations du bilan ~tant valables de part et d'autre d'une surface de discontinuit~ (onde 
de choc, de d~tonation, surface de glissement, surface capillaire s~parant un liquide et un 
fluide, etc.) il est n~cessaire alors d'etablir les conditions aux limites au niveau de cette 
surface. Celle-ci peut ~,tre fixe, mobile avec g~om~trie invariable ou d~formable. Elle peut 
6tre ou non si6ge de productionsou de flux internes (r~actions chimiques de surface, tensions 
de surface, etc.). 
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Les ~quations de bilan sont faciles ~. ~tablir pour les quantit~s dont la production 
interfaciale est nulle, qui ne pr~sentent pas de flux internes (tensions de surface par exemple, 
qui sont des flux de quantit~ de mouvement) ni de termes d'accumulation. 

II y a alors conservation des flux relatifs normaux de masse, de quantit~ de mouvement et 
d'~nergie ~. la traversOe de ces surfaces. II n'en est pas de m~me pour I'entropie, mais on peut 
gdnOralement ddduire la production d'entropie des autres Oquations, comme on I'a fait 
d'ailleurs en I'absence de surface de discontinuit& 

Darts ce cas simple on Ocrit donc pour toute quantit~ F conservative ~ I'interface : 

o~J West  la vitesse locale de la discontinuitO, N la normale orient~e du c6tO (-) vers le c6t~ 
(+) choisis, ~[ qJ] signifie la diffOrence q~+ - ~p. 

On obtient ainsi, pour la masse globale : 

pour la quantit~ de mouvement : 

et pour I'dnergie totale : 

(98) . ~ "  ~- q ,,- e +  . - ~  -= 0 

Le taux de production d'entropie par unit~ d'aire v~rifie alors : 

En pr@sence de processus internes, il faut ajouter au premier membre de I'~quation 
g~n~rale du bilan de F, un terme d'accumulation (ph~nom~ne instationnaire et convection) et 
un terme de flux tangentiel. Au second membre apparaTt aussi un terme de production, comme 
c'est le cas en g~n~ral pour I'entropie (voir chapitre 10). 

10. AUTRES METHODOLOGIES POUR LES BILANS 

Les ~quations de bilan sous leur forme locale ont un large champ d'application. Cependant 
elles ne sont pas forc~ment les mieux adapt~es ~ la r~solution de tous les probl~mes 
d'~coulements fluides. Elles pr~sentent par ailleurs, du fait m~,me de leur complexitY, des 
difficult~s importantes de r~solution. Elles seront trop pr~cises darts certains cas et 
insuffisantes dans d'autres cas. En g~nie chimique par exemple, on a plut6t recours ~. des 
bilans globaux d~terministes qui permettent d~tudier certains r~acteurs dits id~aux. Par 
contre, les ~coulements r~actifs turbulents ou les reacteurs chimiques r~els n~cessiteront 
I'~tablissement d'~quations probabilistes de bilan. 
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10.1 Bilan d6terministe global [18] 

En principe, il suffit d'(~crire les bilans pr(~c(~dents sous forme int(~grale. On tient compte 
g(~n(kalement du fait que I'entr(~e et la sortie d'un r(~acteur sont constitu(~es de tuyauteries le 
long desquelles les propri~t(~s des fluides sont relativement uniformes. D'autre part, le 
r(~acteur ou I'(}l(~ment de r(~acteur consid~r(~, est ~. patois ind(~formables. Le bilan de masse de 
I'esp(~ce j sera doric : 

(loo) ~ = ~ - ~ Z ~  + R~- , ~ = ! , . . -  

o~ mj est la masse d'espt)ce j contenue dans le r(~acteur, r~je le d(~bit masse entrant, rhjs le 
d(~bit masse de sortie et Rj la masse produite par r(~action chimique. 

I I , , '  ) -  

I I ~ instant t 

I 
I • 

I I 

Figure 5 

instant t + 8t 

Appliquons le premier principe au r~acteur ouvert de la figure 5 entre les instants t et t + ~t, 
ona:  

o~J (D(T) d(~signe la chaleur perdue par unit(~ de temps ~. travers les parois. On en deduit ' 

(lo2) = ,7_ -.T_ -KI, Qo-  

Ces N + 1 (~quations suffisent ~. rOsoudre de nombreux probl~mes. Ainsi, pour un r(~acteur 
id(~al ~ m~lange parfait, on admet que les quantit6s sp(~cifiques ou intensives clans la section de 
sortie sont identiques & celles d'un point quelconque int(kieur au r(~acteur. II s'agit I~ .d'un 
m(Hange fluide tr(~s turbulent qui conduit ~ une formulation simple (voir chapitre 7). 

10.2 Bilans de population probabilistes (DANCKWERTS, 1951) [19]  

Les bilans de population s'appliquent aux r~acteurs chimiques ~galement. La d~marche est 
ici probabiliste. On admet qu'une entit~ de fluide est caract~ris~e, ~ la position ~'et au temps t, 
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par un certain nombre de grandeurs ~'1,"~'2 . . . .  formant un vecteur~. Le hombre d'entit~s 

contenues dans I'~l~ment de volume d~d,~"de I'espace des phases ainsi d~fini est ~. rinstant t • 

et le nombre total d'entit~s contenues dans un volume de contr~le (~) est alors • 

(lO4) N o~d 

La probabilit~ pour qu'une entit~ du volume ~T soit, ~ la position-~'et ~. I'instant t, dans I'~tat~" 
est • 

Le bilan de population s'~crit • 

(106)  ~ = 

o~ (~:) est la surface ferm~e fixe limitant le volume (cO), ds I'~l~ment d'aire normalement ~. 
(~:) et G la production d'entit~s. Le vecteur~est le vecteur vitesse de respace des phases. Le 
taux de production d'entit~s est G par unit~ de volume de cet espace. 

En posant ,u,r = o ~ ' / ~ t  , on a I'~quation locale' 

En int~grant cette ~quation au volume physique (~) d'un r6acteur ouvert de sections d'entr~e et 
de sortie d~signOes par e et s, de d~bit volume d'entr~e Cl e et de d6bit de sortie 61 s on obtient : 

(108) , + 

Dans cette relation interviennent les grandeurs moyennes volumiques • 

(lO9) q~ 7 ' ,~ 

et les moyennes de d~bit volume • 

(110) ~ s =  



6 7  

Figure 6 

Cette ~quation de bilan peut ~tre appliqu~e par exemple ~ un cristalliseur (Fig. 6). La 
solution d'entr~e est homogOne et les cristaux apparaissent dans le r~acteur avec une 

vitesse de nucleation r N. Leur dimension L s'accro~t avec une certaine vitesse ~ = ,~L. = ,.q, L I=' 
d~ 

oO r o et b sont des constantes. Le r~acteur est suppos~ parfaitement agit~. Pour b = o on 
trouve, en r~gime stationnaire, une Ioi remarquablement bien v~rifi~e par I'exp~rience, 
donnant le rapport W(L) de la masse m(L) de cristaux de taille inf~rieure ~ L donn~ ~ la masse 
totale cristallis~e m T (Fig. 7). La d~riv~e W'(L) est : 

n l T -  ~ ' L  o 

W(L) 

d~bit volume. 
d. 

015"  

a v e c  " 

f ,i - i I i 
k 6 8 d O  

Figure 7 

,,12. 
L- 



CHAPITRE 4 : NOMBRES 
SANS DIMENSION, SIMILITUDE 

Les nombres sans dimension sont des produits de grandeurs, elevees & certaines puissances 
determinees analytiquement. Ces grandeurs sont des donnees du probl~me ,~ etudier : 
coefficients de transfert, dimension d'un reacteur, gradient thermique moyen, temps 
caracteristique d'un phenom~ne, etc. Elles doivent 6tre exprimdes dans un systeme coherent 
d'unit~s. 

Ces nombres sont tr~s utiles pour evaluer en premiere analyse les ph~nomenes 
preponderants dans un ecoulement. Mais leur inter~t ne se limite pas & cela. Les changements 
de stabilit(~ sont souvent caracterises par des courbes ou des surfaces d'un espace defini ~. 
partir de tels nombres. II est possible parfois d'etudier certains phenom~nes sans meme avoir 
recours & la resolution complete des equations qui les regissent et de tirer des conclusions tres 
utiles gr&ce aux nombres sans dimension en relation avec les observations experimentales. 

Une pr(~sentation tr~s succincte de I'analyse dimensionnelle est faite ici. Nous verrons 
qu'outre les nombres cites, les concepts qui s'en degagent interviennent egalement dans la 
determination des solutions des equations d'un probleme donne par la mise en evidence de 
groupements de variables interessants. 

1. ELEMENTS D'ANALYSE DIMENSIONNELLE. GROUPEMENTS ri i [15] ,  [20] 

Un probl~me donne est tel que sa solution fournisse des relations entre les grandeurs 
caracteristiques F 1 .... F n du milieu etudie. Ces grandeurs sont mesurees & partir de grandeurs 

unite, faisant toutes partie d'un systeme coherent d'unites. 

L'idee de base de I'analyse dimensionnelle repose sur le sentiment que les relations 
physiques sont independantes des unites choisies pour mesurer ces grandeurs. 

Soit : 

(1 )  ~ ( F I , F ~ .  , . . .  - F , ) =  0 

une relation finale d'un probl@me donne, on sait que la forme de cette relation ne dependra pas 
du syst@me d'unites de mesure de ces grandeurs. 

/ 
Si F i = xie i, dans un syst@me donne d'unites e i, on aura dans un syst@me d'unites e i : 

/ ! 
(2)  '1co P--'c = O(.~ e.. c 

Toute grandeur s'exprime, du point de vue dimensionnel, au moyen de grandeurs 
primaires qui sont au nombre de trois : la Iongueur L, la masse M e t  le temps T. 

On ecrit alors symboliquement : 
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(3) [ F ( ] :  [ I.. ~ '  PLY': T ~; ] 

E x e n l p l e  ' la pression donne 

['P] = [ L - '  M T -=] 
Remarque • Certaines grandeurs sont d~finies ~ partir des grandeurs primaires et de 

I constantes universelles. On n~glige alors les dimensions de ces constantes. Par exemple, la 
tempdrature e donne simplement [0] = [L2T "2] (la notation 8 est utilis@e dans ce chapitre 
pour des raisons ~videntes). 

On peut envisager d'autres grandeurs de base que les grandeurs primaires. Si • 

(4) 

IX] : [ ~" M '~" T a' ' ]  

[z ]  =[ L °'' M"'=T "''] 

I'@quation aux dimensions de la grandeur F i sera indiff@remment • 

(5) EFt] =~L'~"M{~" T~-~] ou' [F~] = ['X~"y'~:Z- ~)' ] 

condition que la matrice des akl soit r~guli~re. 

On obtient alors, en identifiant les deux expressions de Fi: 

ce qui permet de calculer les coefficients x i, Yi, zi' 

Supposons que le tableau des coefficients (z i, I]i, % exposants des L, M, T soit de rang p (p 
.< 3). II existe alors n-p produits sans dimension constitu@s ~ partir des p grandeurs 
fondamentales prises parmi les n grandeurs et class@es de telle mani@re que : 

(7) X = F 4 , 7 '=  F2. , - . -  

Les produits sont donc de la forme : 

(8) ITs= , L =  ~ . ÷ ' 1  , . . .  

F~ ¢~ F~ ~ ... 
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Th6orbme de Vaschy-Buckingham (1890) ou th6orbme l-[ 

Une relation finale, f(F 1 , F 2 .... Fn) = 0 entre n grandeurs, peut ~tre mise sous la forme 

d'une ~quation entre n - p groupements, p dtant le nombre maximum de grandeurs 
dimensionnellement ind~pendantes qui interviennent dans I'dquation considdr~e. 

On dcrit donc: 

(9) 

ou encore : 

(lO) 

( ]7,') = o 

= ( . . .  n , )  

Notons ici que I'analyse dimensionnelle ne fournit pas les fonctions q~ et ~.  Seule 
I'exp~rience donne la forme de ces fonctions (ou I'analyse math~matique compl~.te du 
probl~me). 

Int(~r~t pratique de I'analyse dimensionnelle : 

R~duction du nombre des variables (moyennant parfois des hypotheses suppl~mentaires). 
Recherche de solutions autosemblables. 

Presentation des r~sultats. 

Recherche de solutions par voie exp~rimentale ou numdrique. 

Marche & suivre 

Faire figurer dans f toutes les grandeurs susceptibles de s'y trouver (variables 
ind6pendantes, constantes physiques) et ~liminer celles dont on presume que leur effet est 
n~gligeable. 

Choisir comme grandeurs de base X, Y ... celles dont I'intervention est certaine, qu'on peut 
difficilement maintenir constantes. 

Former les groupements 1-[. 

Formuler la Ioi q~(Hp+ 1 .... t-In) = 0 (ou la Ioi en ~). Cette Ioi peut parfois se mettre sous 

la forme F[p+ 1]-[pP+2 . . . .  C te. 

Exemple d'application 
Perte de charge dans une conduite cylindrique 

La rugosit~ de la paroi est caract~ris~e par une ~paisseur moyenne (Fig. 1). 



71 

e X - - - ~  - i " t  . . . . . . . . . . . . . . . .  1 . . . . .  

i V,  Pp ,~- i p_z~p 

_ _ ._,._ . . . .  . . .  _ . . . . . . . . .  
I 
I -  

Figure 1 

Tableau des dimensions des grandeurs actives : 

F i 

L 

M 

T 

1 

0 

0 

e 

1 

0 

0 

p V 1 Ap 

I 
-3 I t I -t 

t 
1 0 1 

0 -1 -2 

IX 

-1 

1 

-1 

Choix des grandeurs de base : {X, Y, Z} = {D, p, V} (la matrice de changement de base est 
r~gulit~re). 

rLAP--~ = [ ~ ]  , [ ~ ]  : r . ~ ]  , t ' j ~ 7  = [  c ~ ~4 T - ~ ] =  [ x ~ - - y ~ < z ~  , ` ]  

On trouve : [ix] = [DpV]. De meme [Ap] = [p V 2] 

Les produits 1-[ i sont donc: 

EA~=t,e/D, H ~ = e / ~  , T [ ,  e = ~ f = / e V  2 , 
rugositt~ 
relative 

Th~or~me de Vaschy-Buckingham : 

(11) ~ p l ( , v  ~ 

Hs< = , ~ / C ,  v D  
inverse du nombre 
de Reynolds Re -1 

R~sultat exp6rimental : 

Ai:/ev = CAe/D  <p,, 

Grandeur importante : A = 2. '1)~pl~ V~A P_ , coefficient de perle de charge. 
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Ainsi : A = ~(e, Re). L'exp~rience confirme ce r(}sultat en r~gime laminaire et en rOgime 

turbulent. En particulier, dans le cas du r~gime laminaire : 

(13 )  A = 4 4  Re. t 

Rappel sur I'(~coulement de Poiseuille en r~gime laminaire 

On suppose v = w = 0, p = Cte le r~gime est 
stationnaire (Fig. 2). 
~'.~"= 0 donne au/ax = 0 ou u = u(r) 

Figure 2 : (sym~trie cylindrique) 

l 
~--~ = / q  ~ U. (*c) (Laplacien) 

Equations de la quantit~ de mouvement : 

"a._E: = 0 d'o~ p = p(x) 

Solution de : 
da) dP ..'°" d ( "c = . 

Soit U la vitesse moyenne de I'~coulement : 

mrD~_ U = / f  ~t ._d,~olo 
4- 

On obtient : /1 p / ~  ~_ = 32. ,,/..t U/D ~ 

-4 
A = ~:DAp/eU2ae= 64~-/t~u~ 64 R'~ 

2. S IMILITUDE 

II s'agit de representer un ph~nom~ne r~el mettant en jeu g~n~ralement un prototype 
(construction hydraulique, a~ronautique, machine) par un ph~nom~ne semblable en presence 
d'une maquette ~. ~chelle r~duite. 

II y a un certain nombre de r~gles, dites de "similitude",~. respecter pour que la solution 
du probl~me sur maquette soit transposable au probl~me r6el. 

Les principes de I'analyse dimensionnelle sont applicables car changer les unit~s de 
mesure des grandeurs F i est ~quivalent tl consid~rer deux syst~mes Set  S' pour le m~me 
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probl~me physique, les grandeurs homologues ayant pour mesure, avec la mOme unitd, x iet  

x' i . 

Lorsque toutes les conditions de similitude sont rdalisOes, on dit qu'il y a similitude 
parfaite. Cela est souvent difficile ~ obtenir. A chaque grandeur on associe un facteur d'~chelle 
Zi" Si la similitude est parfaite, on dolt avoir b. la fois : 

(14) r , ) : o  , 

Les groupements 1-[ i doivent t i re tels que : 

= "" = ' 4  " ,z  F E . . .  x ; = P + ~ J " "  '~ 

si I'on veut v~rifier le thOor~me de Vaschy-Buckingham assurant I'invariance des relations 
¢P(]-[p+l .... Tin) = 0. On aura donc : 

. / ,k 'x , :  ,k '~" 
( 1 5 )  I k t /  t z . . . .  "} , L = ~ , . , . . t ~ . . .  ~'1 

II faudra de plus s'assurer que les simplifications habituelles sont encore valables sur la 
maquette (par exemple, le ph~nomOne de viscosit~ peut ~tre n~gligeable dans un cas, mais pas 
dans I'autre). 

Application : condition de similitude d'un ballon souple plac6 dans un vent de 
vitesse donn(~e (J. BOUTTES) 

On se propose de r~aliser une maquette d°un ballon de grande taille de fagon h obtenir la 
mOme tension dans la peau (Fig. 3). 

Plusieurs phOnom~nes interviennent. D'abord la tension due b. la pression hydrostatique : 

4I"- - - - ~  On a o a RAp (R, rayon du ballon) 
I 

I <v I 

t '̧  ̧ i 

[ 

C------ 

On dolt donc avoir : RAp = R'Ap' (R', rayon de 
la maquette), ou Rph = R'l~h', soit : 

P '_  r ~  ~ / ~ R  z 

Figure 3 
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On a donc int~r~.t ~. ce que p' soit grand devant p. Mais se pose alors le probl~me de la tenue 
en forme du ballon dans une soufflerie. On pout r~soudre celui-ci en remplissant le ballon de 
liquide de masse volumique PL" Les r~sultats precedents restent valables la maquette ~tant 

dispos~e ~ I'envers (Fig. 4) : pL/p = (R/R') 2 = ~,2. Avec de I'eau, Z 2 = 1000 donc 

. . . . .  

V / 

approximativement R/R ~ = 2~ = 30. La pression 
a~rodynamique, en ~coulement incompressible 
(Nombre de Mach, M < 0,25) est : 
A p ~  cV  ~ 

Figure 4 

Pour que les tensions induites soient ~gales, il faut donc : 

f v ' ~  = f:,' v ''~ ~, 

soit : 

~ / n ' =  X = ? 'v '~ /pv  ~ 

Si Pair a la m~me densit~ dans I'atmosph~re et dans la soufflerie on trouve V~'V = ~ .  Aveo 
de I'eau dans la maquette, cela implique une vitesse du vent 5 ~. 6 fois plus grande. 

Les tensions visqueuses font intervenir le nombre de Reynolds Re 

R ~ -  ~V'I~ .P- avec d _  R ' _  ,I 
R e J~' ~ V L  L R X 

Si la temp6rature et la pression sont inchang6es, pet ~ sont les m~mes et : 

R / Vtl'~ f e _ -I 

R~ v r~ q-Z 
Dans ce cas il n'y a pas similitude des nombres de Reynolds. Pour qu'il y ait similitude on 

pout augmenter la pression ~ temp6rature constante : 

p'v' 
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II faut donc:  

(exemple de I'eau : p' ~ 30 p). 

On peut aussi diminuer la temperature (soufflerie cryog~nique) : 

R~ - t - ~ ;  VIR' ~'~-~, ~ /  , ca r  lp = ~ / ~ c T  
~ v R  

Suit : 
T / T  I = ~ "  

et ~.~ ~. ~/-T" 

Dans de reau, qui dolt t}tre chauffde pour ne passe  transformer en glace, on trouve 
environ : 

T q'- T / 5  

3. RECHERCHE ANALYTIQUE DES SOLUTIONS D'UN PROBLEME DE TRANSFERT 
THERMIQUE (solution autosemblable)[21] 

L'(~quation du transfert thermique dans un milieu continu au repos a ~t~ ~tablie au chapitre 
3. O n a :  

(~6) "~o -~ ~ o  _ o 

pour une ~volution par tranches planes. 

La solution d'un probl~me donn~ est de la forme : 

On recherche les solutions qui, pour %, p., v ~ d~terminer, donnent : 

Autrement dit, la solution f(x, t, k) doit ~tre invariante dans un changement d'6chelle. 

On sait que f(x, t, k) se met sous la forme d'un groupement sans dimension. En effet, le 
tableau suivant nous donne : 
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F I I x  t k 
Donc: 

L I 0 2 O = So 
M 0 0 0 

On v~rifie que : 

implique ~2 : llV, "~ t  . .~ '  -l~t 

On recherche donc les solutions de la forme pr6c~dente. Celles-ci existent effectivement 
dans certaines circonstances, c'est-&-dire si les donn~es initiales et aux limites le permettent. 

Posons le probl~me precis de la transmission de la chaleur dans un milieu semi-infini 
(Fig. 5). Pour t < O, on a : 

8 = 8  o p o u r x < O e t  E)=O 1 p o u r x > O  

(paroi adiabatique en x = 0). Pour t > O, on a toujours @ -- ~o pour x < 0 mais (~ = 8 o en x = O. 

Pour t infini on a ~ = G o, V x. 

0 

8o 

e, 

t < o  

Figure 5 

e 

Oo 

O~ 

t > 0  

Posons: 

L'6quation & r6soudre devient : 

d~O ~"~ 

La solution est de la forme : 

pour t >_. O, x~> 0 ,  

e = A erf(~/~) .  B 
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La condit ion initiale t ~ O, nous donne 11 .._)oo, d o n c :  

A + B  = G4 

La condit ion ~. la iimite x = 0 donne pour t > 0 : 11 = 0 et ~ = 0 o donc : 

5 =  Oo 

Ainsi : 

Cette solut ion condui t  toujours,  Iorsque x --~ ~ (11--~ ~ )  ~ ~ -- ~1" Lorsque t 

fini, on obt ient  ~} = ~ o  (Fig. 6). 

> oo, pour  x 

0 

Figure 6 

o/.. 
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4. QUELQUES NOMBRES SANS DIMENSIONS 

D~signation du 
nombre sans 
dimensions 

Froude 

Reynolds 

P~clet 

Mach 

Euler 

Weber 

Fourier 

Prandtl 

Equations associ~es ou 
nature du probl~me 

d T  _ -~. A T  
d t  

(c : c61~rit~ du son, ~'~ ~/~, 
pour un gaz parfait ) 

Expression du nombre 
sans dimensions 

_1 = [ e u ' l  
(c, tension superficieile) 

V ~ inertie 
F r - 

~ L  pesanteur 

inertie 
Re -  V L 

viscosit~ 

~'F ~ ~ T  - 0  
• "bE "~ 'X z- 

P e -  VI._ 
& 

inertie 
M -  V 

forces de 
compression 

~lastiques 

Eu : P' 

(~V~L inertie 

<r tension de 
surface 

We 

~ T  
Fo= --  

L ~ 

'q 
Pr 

viscosit@ 

transfert 
thermique 
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Schmidt 

Lewis 

Bond 

Grashof 

(thermique) 

Rayleigh 
(thermique) 

Grashof 

(chimique) 

Rayleigh 

(chimique) 

Marangoni 

(thermique) 

Marangoni 

(chimique) 

Nusselt 

Stanton 

(ou Margoulis) 

Damk(}hler 

Fluides superpos(}s (Ap = P2 - Pl) avec 
tension superficielle, gravit(~ 

dilatation thermique, pesanteur, viscosit6 

(B coefficient de dilatation cubique) 

m~me ph(~nom(~ne que Gr mais avec conduction 
thermique 

(o~, dilatation due ~ la variation de 

concentration) 

variation thermique de a, gradient thermique, 
viscosit(~ 

idem avec variations de concentrations 

(o~ coefficient de convection.. 
k conductibilit6 thermique) 

r(~action chimique dans un 6coulement 

(~c temps chimique, ~m temps m6canique) 

Sc= 
viscosit(~ 

diffusion 

Le= ~---~ = 

B O= cr/~L ~'A~ 

Grth= {~O~r  I~ 
V ~ 

G~ Rath = P,. 

Grconc = o( Co~ L "~ ~j= 

Raconc _ G,'conc 

Math_ ~cr ~ 0  L ~ 

Maconc = ~ ( T  ~ C  L "z 

NU= ~Ll~k 

st= 

DI= "~'c / "~'m 



C H A P I T R E  5 : P H E N O M E N E S  C O U P L E S  

1. G E N E R A L I T E S  

Les param~tres d'un ~coulement fluide (vitesses, temp(~rature, masse volumique, 
concentrations, etc.) v~rifient des relations thermodynamiques : lois d'~tat et lois 
compl~mentaires et ob~issent & des Oquations de bilan. Ces derni~res font appara'~tre des 
termes de diffOrentes natures. 

Ainsi I'~quation du bilan local d'une propri~t6 F s'~crit : 

(1) r a T  ' 

sous forme globale on a, en suivant le mouvement : 

taux de variation de Fen flux relatif sortant 
suivant le mouvement de 
vitesse-~" 

-I/" 
production interne 

La d~riv~e particulaire df/dt est elle-m~me ~gale ti af/at +~.  V f et met en ~vidence un 
terme instationnaire et un terme de convection. Partie instationnaire et flux convectif 
apparaissent bien dans I'~criture du bUan global dans un volume limitO par une surface fixe :E,. 

terme instationnaire flux convectif flux relatif production 

La connaissance des lois d'Otat, des lois compl~mentaires (relations ph6nom~nologiques, lois de 
la cin~tique chimique), celle des ~quations de bilan suivantes : 

(4)  ~ (~{t- 

(5) C' -~t 

(6) (~ J~ • 
oL~ 

ole + (7)  (3 c4-- ~ 

- ~ 7 .  , t . r  

V ' . p  = Z 

V"q " - - ' F ~ : D ÷ ~ T - - . .  a .  • 4-m 
a 

suffisent en principe pour r(}soudre un probl~me dont les conditions aux limites et les 
conditions initiales sont bien pr~cis~es. 
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L'examen du taux de production d'entropie met en ~vidence les termes dissipatifs, sources 
d'irrOversibilitO : 

On voit en particulier que les flux ~Dj  el-~induisent des dissipations, alors que le flux de 

q uantit~ de mouvement ~" comprend une partie non dissipative p'~'et une partie dissipative 
"~ -  p~" (phdnomOne de viscositO). La cindtique chimique n'est source d'entropie qu'hors 
d'~quilibre. 

II est b. pr~voir que de nombreux couplages auront lieu au cours d'un dcoulement, entre 
paramOtres, entre ph~nomOnes dissipatifs ou non. Ces couplages peuvent rOsulter des 
dquations du bilan, des relations d'~tat, des relations ph~nomOnologiques. IIs peuvent provenir 
aussi des conditions aux limites du problOme. 

Fluide parfait incompressible 

Un fluide parfait incompressible v~rifie : 

(9) ~7-". ~" = o g-" 
( lo) f . V t ~ =  

si f"~= -~qJ" oO tO- est un potentiel, et si b rinstant initial ~ot(~) = 0 on trouve q u e ~ = ~ ' ~  
tout instant, ~ ~tant le potentiel des vitesses. Le vecteur vitesse se d~duit donc de la 

connaissance du potentiel ~("~, t) qui v~rifie : 

{11) z ~  = o 

Le champ de vitesse est donc inddpendant des autres champs. La pression se d~duit de ~'gr&ce 
I'dquation de Bernoulli : 

~ ¢  + + r~ q 7  C(- 0 (1 2) ~---~- ~ '  ~-- "~ = 

qui r~sulte de I'~quation de la quantit~ de mouvement dans ce cas irrotationnel. 

Seules des conditions aux limites portant sur p peuvent faire d~pendre le champ des 
vitesses du champ des pressions et induire ainsi un couplage pression-vitesse. 

Un exemple met en ~vidence une telle interaction. 

Soit un r~servoir cylindrique de section droite S perc~ au fond d'un trou de section s, aliment~ 
en liquide de fa(~on b ce que le niveau sup~rieur soit constant et que le liquide s'~coule en 
r6gime stationnaire par I'ouverture inf~rieure (Fig. 1). Lorsque s < <  S on trouve : 

.SV = ~ S q 7  
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r .p 

J, v _  "--] '  

Figure 1 

o~ P est la pression au niveau de la surface libre et p la pression ext6rieure. Vitesse et 
pression interagissent donc s i p  ¢ P. A la limite : 
V = 0 Iorsque p =  p - pgh. 

Fluide visqueux incompressible 

-Dans  ce cas I'~quation de la quantit~ de mouvement prouve une interaction directe 
notamment entre les termes d'inertie et les termes visqueux : 

+ ~'t= = ~  (13) ~, __~ 

en I'absence de forces ext~rieures. Uimportance relative de ces deux sortes de termes sera 
caract(~ris~e par le nombre de Reynolds : 

(14) R~ = ~ V L / ~  

- Le d~placement horizontal par translation d'une plaque ~. une certaine vitesse induit un 

L 
mouvement du fluide initialement au repos, 
alors que ce mouvement est inexistant en 
fluide parfait. La viscosit~ joue ici un r61e 
d'entra'tnement pour le fluide (Fig. 2). 

v 

Figure 2 

Ecoulement visqueux r(~actif et incompressible 

Admettons une Ioi de Newton pour la viscosit~ et une Ioi de Fick pour la diffusion, si la 
temp6rature est constante ainsi que o~ et t~ on a : 
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(15) V .~-" = o  

(16) PE~ "- Vp = # 4 ~  

(17) Cd"~" _ e,~44.+ 7,'~" 
01Is 

Dans ce cas, le champ de vitesses se ddtermine inddpendamment de la chimie mais influe 
sur elle par le terme de convection p~. "~Yj. 

Dans d'autres cas, les interactions ont lieu dans les deux sens. Rappelons que les effets 
relatifs de la diffusion et de la viscosit~ sont caract~ris~s par le nombre de Schmidt : 

(18) s~ = ~ / e ~  

2. COUPLAGE ENTRE CINETIQUE CHIMIQUE ET ECOULEMENT : FLUIDE 
COMPRESSIBLE REACTIF [22],  [23] 

Supposons que les flux dissipatifs ~ Dj' P" pT'et ~soient nuls ainsi quer et fj. Le taux de 

production d'entropie est alors ~gal ~. : 

,i T 
La connaissance des lois de la cindtique chimique nous permet, comme cela a ~t6 soulign~ 

au chapitre 2, de ne pas avoir recours ~ des lois lin(~aris~es pour exprimer le taux de 
production chimique. L'hypoth~se du proche dquilibre chimique n'est donc pas n~cessaire et les 
~quations du bilan fournissent le moyen de r~soudre des probl~mes d'~coulement nettement 
hors d'~quilibre chimique. 

Les dquations du bilan deviennent : 

(20)  (9 ~t" 

(21) 

(22)  

(23)  '~ oUc 

L'~limination de ~ . ~  nous donne 

(24)  ~@ 

ou, d'apr~s la relation de Gibbs : 

(25)  T d..~ 
d, t  

En ~coulement stationnaire, on a 

foT~ = 

o1? ~" = 0 p ~ +  P 

- f , V . ~  

d.,r = 0  
~' ol--E 

+Z_%. d;~- o 
~" 4 t  



84 

A 
( 2 6 )  ~ = ,"U . V 

L'dquation de I'dnergie totale devient : 

127) ~ (~+~'Iz)=o 
d t  

OU : 

(28) ~+ ~/.~ = ~o 

Si, de plus, le processus chimique se rt!duit ill une seule r6action r~versible, par exemple : 

(29 )  A s + M "-- A-I- A + M 
~1" ~I~ R' 

oO M est un diluant neutre ou rune quelconque des esp~ces A ou A 2, on a : 

w,  : ~,JZ, (~'o _ t . )  (30 )  

(31 )  

avec : 

(32)  

Posons : 

(33)  

il r~sulte que : 

< ~  : ,,sm,. <~ ~ 

(34 )  ~o cl '~ _ 
ol t -  

Le systbme b r6soudre devient donc : 

(35)  

(36)  

(37)  

(38)  

v Z ~ : e ~ )  = o 

T a ~ _ A o l ~  =o  
o1,~: ol{-- 

o l t  

,I 

avec : 

<1 

II faut tenir compte ~videmment des ~quations d'6tat : 
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(40) .-~.= "~ (T,O#'~) 

Le cas le plus simple est celui de I'~coulement par tranches planes. On admet que les 
param~.tres sont uniformes dans chaque section droite du tube de courant ~tudi~. 

Une seule variable subsiste alors: I'abscisse x le long de la ligne de courant moyenne. Si 
T.,(x ) est I'aire de la section droite on obtient le syst~me suivant : 

~' '~- ~-'0~) = r~ 

T d , S  A oI~ o 
o1-~ - ;;F~ = 

(41) 
p = p 

Ce syst~me se r~soud num~riquement et la solution met bien en ~vidence le couplage entre 
I'~coulement et la chimie. Dans une tuy~re de propulsion de fusee, I'(~coulement est 
g~n6ralement subsonique puis supersonique (Fig. 3) : 

L_L-, J 
Mz.-I I M >~ 

Figure 3 

La temperature, la pression et la concentration YA sont des fonctions d~croissantes de 

I'abscisse x, la concentration en A 2 cro'fl du fait de la recombinaison consOcutive ~. la 

dOcroissance de la temperature. Les taux de production chimique t~ D et ~R ont les allures 

suivantes (Fig. 4) : 
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o o. b , ' x .  

Figure 4 

- Pour x < a, ~D/~R .~ 1, I'~quilibre chimique est pratiquement r~alis~ et A = 0. 

I..'~coulement est relativement lent et ~ haute temperature, les gradients sont faibles, 
ds/dx = 0. 

- Pour a < x < b, I'(~volution est nettement hors d'~quilibre, la temperature est encore 
suffisamment ~lev~e pour que les r~actions aient lieu, mais elles sont moins rapides, 
ds/dx > 0. 

- Pour x > b, les taux de r~action sont faibles, mais la tendance & la recombinaison reste 
plus forte que la tendance & la dissociation de I'esp~ce A 2. On a : 

~ * D / ' ~  '~-- 0 et p"17c~/°~'lc'v- -"~e. tr~s faible. 

L'~coulement est fig(~ et on a : ct,6/cl ,~ ~ 0 . 

0 

I ~ l - e . /  i 
, / I 

~_ I I /  W s \  I 

I 

~b 

r~ 

Figure 5 

Dans tousles cas, le taux de production d'entropie est ~gal ~. : 

(42)  ~/s = ~ A (e___ A I I ~ [ ' I ) / T  

(voir 2.4) 
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Dans certains cas, Iorsque la zone irr6versible a bes t  trOs peu 6tendue, on peut assimiler 
I'Ovolution ~ la succession d'un 6coulement en 6quilibre chimique et d'un Ocoulement fig~. II y a 
figeage brusque au point a oO le taux W S peut 6tre assimil6 ~ un pic de Dirac : 

~/S = WSa ~(x-a). 

Les irr~versibilit~s chimiques (relaxation chimique) limitent la recombinaison de 
I'esp~ce A dans r~coulement~ la r~action 6tant exothermique, r~nergie lib6r~e par celle-ci est 
donc moins ~levOe qu'~ I'~quilibre. La pouss~e du moteur fus6e est donc diminu~e du fait de la 
relaxation. Afin d'6valuer ~. I'avance I'importance des irr~versibilit~s chimiques, on a recours 
(voir 2.1.1) au premier param~tre de Damk5hler avant d'effectuer la r~solution num6rique 
du syst~me precedent. 

3. TRANSFERT THERMIQUE ET DIFFUSION [1 0] 

En dehors des couplages se pr~sentant entre phOnom~nes de transfert, termes d'inertie ou 
forces ext6rieures, peuvent avoir lieu des couplages intrins~ques aux phOnom~nes de 
transfert. Par exemple, on a vu qu'entre flux et forces g~n6ralis~es de m~.mes ordres 
tensoriels existaient des relations intrinsOques. Cela se produit notamment avec la diffusion et 
le transfert thermique. Nous ~tudierons d'abord ce ph~nomOne dans un syst~me continu. 

Consid~rons un milieu continu dans lequel les seuls processus irr~versibles sont le 
transfert thermique et la diffusion. Le taux de production d'entropie est : 

(43 )  Ws = 9 " -- • PJ'" 

(on n~glige ici les forces fj, ce qui est possible Iorsque la gravit~ seule intervient par 

exemple). 

R(}-arrangeons cette expression pour faire appara'/tre les effets thermiques contenus 
~galement dans le terme ~(gj /T) .  On sait que gj = P'J/~(i" Pour une mole du constituant j dans 

le m~lange, on a : 

(44)  a.n~. = - ~.d.- i -  ~- -~. ~ =  + ~ -~._~' a t,l]. 

ou encore : 

(45 )  clP-&' = - S l ' ° l  -/- 4- (-~,/~')'r' 

On a alors, 

T ~ 

Les grandeurs molaires partielles Sj et Hj v~rifient la relation (voir chapitre 1), 

(47) ~ = y~. ~- T Z~. 

II s'en suit que : 
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ou encore, en introduisant renthalpie massique partielle-hj == Hj/~j : 

(49) c~(_~--} = .~(~') ' r -  ~T----~ a T  

Le taux de production d 'entropie devient  : 

-( T 

avec : 
Iq 

ConsidOrons un mOlange binaire et supposons._~ que la vitesse barycentrique est nulle et que la 
pression est uniforrne. II s'en suit que (~Tgj) T - (~'gj)T,p dans ce cas. L'~quation de 

Gibbs-Duhem conduit ~ : 

Compte-tenu que Y1 + Y2 = 1, et que "~'D1 ÷ ~ D2 = 0, on trouve : 

II n'y a ici qu'une seule variable ind~pendante de concentration, donc : 

(54)  

On obtient alors : 

(55)  

= 9,,  d y, 

T ~" Tyg 

Les relations ph~nom~nologiques sont alors : 

(56)  
T Y'----~ 

ry~ T~ 

avec la relation de sym~trie L21 = L12 et les conditions : 
£ 

(57)  L t l  > 0 , L = z ~ 0  et L~,, L ~  - L~9 > 0 

Posons : 
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(58) L~. = )~ T ~ 

Jt 

On fait apparattre ainsi les coefficients de conduction thermique t, de diffusion ~ et de 
diffusion thermique D. Les expressions d e ~  et de ~'D1 font appara'~tre le couplage par 
MntermOdiaire du coefficient D. 

(59) 

{ ~ ' i  = _ X V T  - t ° Y 4 ~  T]:)  V'V~ 

L'effet Dufour est caractdris~ par un flux de chaleur provenant d'un gradient de concentration, 
il intervient dans la premiere ~quation. La diffusion thermique (effet Soret) est due ~ un 
gradient de tempOrature donnant lieu ~ un flux de diffusion. 

Ces effets de couplage ne sont pas toujours n6gligeables. 

4. O S M O S E  THERMIQUE.  MINIMUM DE P R O D U C T I O N  D 'ENTROPIE [ 8 ]  

Reprenons I'exemple du paragraphe 3.7 dans le cas d'un m~lange et dans un systOme 
discret (Fig. 6). Les flux rentrant ~. travers la paroi poreuse, dans le sous-systeme 1 sont : 

mj : flux de masse de I'esp~ce j 

q : flux d'~nergie interne 

~ e S  = "~ 

I 
4 ~- I, .~ ,  £ 

I 
 l--q 

I 
I 

Figure 6 

En posant .'~q~ = q~2" q~l, pour un param~tre quelconque, le taux de production d'entropie de la 

paroi devient : 

(60) ~ ,s  = c I ATIT ~" + .~- ~ A (~ ' / r )  
I 

o0 nous avons supposO les ~carts A relativement petits. 

On peut Ocrire comme pr~c~demment : 

de sorte que : 
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(62) 

avec : 

B~.S = q~AT/T ~ 
I" 

q'= q - E_ 

Pour un mOlange binaire et en imaginant un dispositif permettant I'~galisation des 
pressions Pl et P2, nous obtiendrons aussi : 

.._t._ 

(64 )  

En posant : 

(65 )  q i =  ~ t &  , AT/T2= FI:~ 

on obtient les relations ph~nom~nologiques : 

(66 )  
~,_r..= L~ F~ ,.- 

avec : 

(67 )  

&. .S = q '  A T / T  t + (~,~/r~',_) ,~, A, / . ,  

LI~ F~_~ 

L~ F~ 

L . v l > 0  ~ L ~ : > O  ,, L~,~ L ~ t _ L ~ _ ; >  0 

Le taux de production d'entropie devient : 

(68) S~S = f~_~t~+F,~,~ ; L,~F~÷~L~ F~F~ ~-C~ F~ 

Le coefficient de couplage L 12 conduit,pour Fth = AT/T 2 donn6, ~. un flux d'esp6ces, m~rne si 

AY 1 = 0. C'est I'osmose thermique. 

L'etat stationnaire (hors d'~quilibre & Fth donn~) correspond ~. rn 1 =~  m = 0. Nous allons 

demontrer que, si de plus les coefficients Lij sont constants, cet etat stationnaire correspond 

un minimum de la production d'entropie par unit~ de temps. II suffit d'envisager pour cela, T 1 

et T 2 ~tant maintenus constants, deux ~volutions voisines dont les diff6rences sont 

caract6ris~es par : 

On obtient : 

Ainsi 6(SiS)/(SFm) = 0 & I'~tat stationnaire caract6ris~ par ~ m = O. 
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..~ 
On trouve egalement 82(8iS)/(8Fm)2 = 2 L 11 > 0. II s'agit donc d'un minimum. C'est le 

theor~me de Prigogine applicable & des systOmes couples & coefficients ph#nomOnologiques 
constants. 

S~S 

I 
I 
I 
I 
I 

0 -L~.F~I~/L,t F. 

Figure 7 

Remarque 1 : L'osmose thermique conduit ~ un changement des concentrations sous I'effet 
d'une difference de temperature et peut donc ~tre utilis~e comme proc~d~ de s~paration en 
g~nie chimique. Un autre proc~dd est fondU, non plus sur une difference de temperature de part 
et d'autre d'une paroi poreuse, mais sur une difference de pression. A gauche de la paroi, la 
pression pest  relativement ~lev~e (de I'ordre de une & quelques atmospheres) et I'~quilibre 
thermique est assur~ du fait du mouvement Brownien (Fig. 8). 

I 
p I p"  

X, / X~ X~ ~ X~_ 

I 

V/DE 

I 

On a pour chaque esp~ce gazeuse : 

"- M4 -~ 4T (70) .e c'42 = ~ ' 

de sorte que : 

(71) T__.~ /E2_ = ~ 4  

Figure 8 : p/<z.  p 

! %~-Z= ~- 4T 
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A droite de la paroi, on fait le vide et les collisions Browniennes ne gouvernent plus le 
mouvement mol~culaire qui sera caract~risO par une vitesse moyenne U'. La conservation des 
flux d'esp~,ces nous donne : 

N~ c.= = N,I 

(72)  N~ ~--~. = N~ U" 

L'~limination de 51, ~2 et ~1' entre ces relations fournit : 

¢731 ~; /~  = ~M~/M, N~/N~_ 

soit avec les notations habituelles : 

i74) / × i  = ×,/x~_ 

Ainsi la concentration d'une esp~ce augmentera & la travers~e de la paroi poreuse d'autant plus 
que cette espOce sera I~g~re par rapport ~ I'autre. Aucune s~paration ne se produit si les 
masses molaires sont ~gales. 

Remarque 2 : En presence d'une seule esp~ce gazeuse, un saut de temperature maintenu de 
part et d'autre d'une paroi produit une diffOrence de pression. II s'agit encore d'un effet coupl~ 
appel~ pression thermomol~culaire. Cet effet est analogue & I'osmose thermique car il dOpend 
de trois coefficients ph~nom~nologiques ind~pendants. Le thOor~me de Prigogine est applicable 
~galement. 

5. TENSION SUPERFICIELLE ET V|SCOSITE [ 2 4 ]  

La tension superficielle liquide/gaz est une fonction de la temperature que nous 
supposerons identique ~ I'~quitibre et Iors du mouvement. 

On consid~re une couche liquide horizontale d'~paisseur h et de Iongueur I >> h, dont la 
limite sup~rieure est libre. L'interface liquide-gaz est soumise ~, un gradient de temperature 
constant dT/dx = (T 2 - T  1)/I -- G impos~ (Fig. 9). 

T~ T= I 
Figure 9 
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On se propose de d~terminer le champ de vitesse et le champ de pression en n@gligeant la 
vitesse verticale et en supposant le mouvement stationnaire. 

Par hypoth~se, on a : 

(75)  cr = o'cT~) + c rTGx_  , cr~ = = I c r ( T ) / d T < 0  

On posera : 

(76 )  -- cT" T G 

a est n@gatif si T 2 < T 1. 

T2-T. , 4 ~  
-~ ~.T 

Les ~quations du liquide donnent • 

(77)  { -~u./ '~ ~ = 0 soit u = u(y), v = 0 

~ p / ~  =- o 

On trouve donc que ap/ax est constant et que : 

(78)  { p = (4p/4"~) ~_ + po 

- o .  

Au fond du r~cipient u = 0, donc : 

A la surface du liquide, il y a 6galit@ entre le gradient de tension superficielle et la tension 
visqueuse, 

En effet, I'@quilibre des forces doit @Ire r@alis@ sur I'@l@ment de surface dont la masse est 
n@gligeable et qui ne poss@de donc aucune inertie (Fig. 10). 

W 

< 1 4_ l 
~,~_ ~F 

Figure 10 
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Le tenseur des pressions visqueuses est ici : 

(80 )  ~'-~-~ "~ [:~d(l/cl~. 

La force 8F, d'origine visqueuse, s'exer(;ant sur I'~l~ment est donc:  

~o_~.=(:~_~-~l.-~,o,....=I-"P(d~/ci'l~"X- ] 
(81 )  o 

ou encore, suivant x, c'est-&-dire le long de la surface : 

(82 )  ~ -  __ _~(~ /d~)~  
La force due aux tensions de surface est c(x + 8x) - c(x), c'est-~l-dire : (ac/ax) 8x au second 
ordre pr~s. La somme de ces forces est nulle donc : 

e n y = O  - X d lot  = o 

' a c r / ~ %  -- % . G  _ ct .  

(83)  

Or : 

(84)  

On obtient : 

(85 )  e n y = O .  

Cette condition permet de d6duire la constante d'int~gration 

( 8 6 )  A = - o././u. 

Le champ de vitesse de 1'6coulement est donc: 

( 8 7 )  u_ = - 

Le gradient de pression se d6termine en 6crivant une condition de conservation globale de la 
masse. On admet qu'en toute abscisse, le d6bit est nul, c'est-~l-dire : 

0 

7¢, u_ d ~ = 0 ( 8 8 )  

Cette hypoth~se conduit aux r~sultats (Fig. 11) : 
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Figure 11 : Profil de vitesse Iorsque T 2 > T 1 , 

c'est-&-dire ~r 2 < c 1 

Ce traitement du mouvement de la couche superficielle et du liquide qu'elle surplombe 
appelle des critiques : les mouvements du liquide aux extr~mit~s du r~cipient ne sont pas 
~tudi~s, les hypotheses conduisent ~ un gradient de pression thermodynamique non nul ~ la 
surface alors que la pression de la phase gazeuse est en principe uniforme. Ces d6fauts 
proviennent de nos hypotheses simplificatrices. Cependant I'allure du ph6nom~ne est bien 
d~crite malgr~ tout. L'effet observ~ appara'tt d~s qu'un gradient thermique longitudinal est 
impos~, aussi petit soit-iL 

Instabilit~ de Marangoni [25]  

Cela n'est plus le cas en presence d'un unique gradient transversal. Lorsque ce gradient est 
inf6rieur ~. une valeur critique, le r~gime est purement conductif. Au-dessus du gradient 
critique na'tt une instabilit~ dite de Marangoni : les fluctuations, dues au mouvement 
Brownien, tendent ~. s'amplifier et donnent naissance ~. des tourbillons convectifs. Ceux-ci 
peuvent ~,tre couples aux structures convectives de Rayleigh-B~nard reli6es ~. la pesanteur et 

la dilatation thermique. 

En I'absence d'effet de pesanteur (couche mince) et en supposant une configuration 
bidimensionnelle le mouvement est gouvern6 par les ~quations suivantes (Fig. 12) : 

i I  
Figure 12 
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(90 )  

~1~,~ + - ~ v / ~  =o 

f> ~ ,~1~ ~ + e ( ~~,o-i~_ + ~ ~ ~l ~ ~ ) +-~bl ~ ~ = ~ ( ~" ,~1~,~+-~ '~-i~ ~" ) 

avec les conditions aux limites : 

(91 )  / ~ .  = - ~  : u . = , o - = o  , T = T i  

t = 0 : (:Fr3T/~oC-/tL'OU-[~ ~ =0 , "~TI~,  i- A (T -T,,) = 0 

en admettant une loi d'i~change thermique ~i la surface. 

La solution purement conductive est : 

(92 )  i~=~.=0 , "I-="E~ ^ (T~ ---r<>') 
-4 .,t- h ¢,- 

(<~+ ¢,) = -r, + G ( ~ + ~ . )  

On pose alors : T = T 1 + G(y + h) + T', p = po + p', u -- u', v = v', les perturbations ainsi 

envisag@es t!tant petites. On obtient, par substitution dans le syst@me precedent, le syst@me 
aux petites perturbations. On @limine alors p' et u' par d@rivations successives et on pose : 

(93 )  4J f V(~,E) cosk  ,y_ p ~ ( ~ p t )  cos k ,  

o~ K est un nombre d'onde constant inconnu. Le syst~me obtenu est le suivant : 

(94 )  

<~-_-~ v = o  , ~ v / a ~ = o , e : 0  

Les solutions stationnaires sont de la forme : 
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(95) 

Le respect des conditions aux limites impose : 

Pour une couche liquide mince, en supposant Kh << 1, on obtient simplement : 

On voit apparattre le nombre de Marangoni : 

(97) t% = o'T G 

et sa valeur critique Mac = 16(1 + Ah). 

Nous ne donnerons pas ici une analyse plus d~taill~e de ce pmblOme qui relive des 
techniques classiques utilis~es pour les instabilit~s dans les fluides. Notons que la mise en 
~vidence du nombre de Marangoni peut 0tre faite directement par I'analyse dimensionnelle. 
Enfin, dans la r~alit~ le ph~nom~ne est gOn0ralement tridimensionnel. 

Notons que ces couplages entre la tension superficielle et rOcoulement de fluide ont lieu 
~galement en prOsence de gradients de concentration et justifient d'un traitement analogue. 



CHAPITRE 6" NOTIONS SUR LES 
ECOULEMENTS TURBULENTS 

1. LE REGIME TURBULENT [15], [20] 

L'existence d'un seuil ~ partir duquel certains ~coulements pr~sentent au cours du temps, 
des fluctuations importantes et d~sordonn~es a dt~ d~montr~e. L'exp~rience de Reynolds 
(1883) concerne I'~coulement de I'eau dans un tube de section circulaire. La turbulence est 
visualis~e ~. raide d'un colorant. Tant que le hombre de Reynolds Re = (p V D)/~ est inf~rieur ,~ 
2000, le r~gime est laminaire et nous avons vu qu'alors le coefficient de perte de charge A 
~tait tel que : 

(1) A _ D 13p = 64  R~ 
~ . f v  ~ ~ [ 

Apr~s une zone de transition, I'augmentation du nombre de Reynolds conduit ~, une 
variation diff~rente de /k , m~me en I'absence de rugosit~ du surface (Fig. 1) • /k ~ o,3 R'~/. ~ 

~0  
~0 
80 

20 

6~ 

5,0 

• F . . x p ~ , , ' ; P _ . r ~ c e ~  

I ~ 15la 5 ius 

IPl / 7  
' f t .  i r~ 

elO~, alOs Z * 6 ai06 Z * 6 a107 
Re. 

Figure 1 

Dans le cas d'une plaque plane parall~le ~. la vitesse moyenne de I'~coulement Voo, on 

observe le d~veloppement d'une couche limite visqueuse ~. partir du bord d'attaque de la plaque, 
au-del~ de I'~paisseur ,~(x) de cette couche, I'~coulement est celui d'un fluide parfait. On 
d~finit le coefficient de frottement local ~. la paroi par • 

et le coefficient de frottement moyen jusqu'~. I'abscisse L ' 
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L 

(3 )  C#m = $ L ~ C(:(.,-,~)c~oc 

Entre les abscisses x = 0 et x T, la couche limite est laminaire et I'on trouve : 

(4 )  

avec: 

( 5 )  

r-?- 4/#- 
Cj:r a =. 4j'b2'a, " e  

R~--  eVL/,~- 

Au-del& de x T, la couche limite devient turbulente. En realite il n'y a pas d'abscisse x T bien 

precise, mais une zone de transition laminaire-turbulent. Si la couche etait turbulente depuis 
le bord d'altaque, on trouverait : 

(6) ~ .  = o, o7~ R;_ °'~ 

Comme I'~coulement est turbulent ~, partir de x T on a : 

R -°'2 (OWL)(O,07# -0'~ _o,~ = R el. _ 4 , 3  28 R~-r ) (7 )  C,c m 0,07~/ c . -  

avec : 

(8) F~- = ~ V ~ / ~  

Les resultats different en fait ~ cause de I'etendue de la zone de transition et une 
incertitude se presente sur la valeur de x T. D'autre part, aux grands nombres de Reynolds la 

formule en Re "0,2 n'est plus valable et on trouve plutSt une Ioi de Schultz-Grunow en 
(log Re) 2,584 pour le coefficient de frottement local, de sorte que la formule la plus 
convenable est celle de PrandtI-Schlichting : 

-~p5B 4 
YA R~ 

valable jusqu'aux valeurs Re ~_ 109. 

Le coefficient A depend du nombre de Reynolds de transition ReT suivant le tableau : 

Re T 105 3.105 5.105 106 3.106 

A 150 525 850 1650 4350 

La figure 2 indique les resultats : 
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10 ~ C~ m t0 

7 

5 
4. 

3 
~,s 

2 

2 5 

\ 
\ 

to ~ 2 5 to ~ 2 5 ~o 2 5 40 g 
RL, U.,L 

Figure 2 

Pour une plaque rugueuse de rugosit6 homog~ne d'~paisseur e, ta rugosit~ relative ~ sera : 

(~ o) % = e / ~  

o~J 5 est I'~paisseur de la couche limite. 

Pour des rugosit6s relatives inf~rieures & 1/3, la paroi est a~rodynamiquement lisse. 
L'epaisseur 8 de couche limite ~tant une fonction croissante de la distance x au bord d'attaque, 
il s'en suit que la plaque sera rugueuse au d~but et pourra apparaTtre lisse ensuite. 

Dans la zone rugueuse, on pourra utiliser la Ioi de Droblenkov : 

= / ~ = e_/l_ 

- - .  i ̧  , 

7 
f ~  

5 
b. E 

3 • i 

T k l  - 

t , 5 ~  I i i j i 
10 s 2 5 t06 2 ,5 t07 Z 

~ ~ 10 i,l 
• ;5/ 
: ~2} I0-3 

i } t10 4 " 

E S 

lo-6 

5 ~@ 2 ,5 109 R , . = U ~ L / v  

Figure 3 

La turbulence n'est pas sans effets sur les r~actions chimiques. Les petites ~chelles de 
turbulence sont respondables de ce que ron appelle le microm~lange en g~nie chimique. 
L'exemple suivant montre I'importance du microm~lange pour le d~roulement d'une r~action 
chimique. II s'agit de la precipitation de sulfate de baryum par les ions H + ~ partir d'un 
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complexe stable en milieu basique utilis(~e au Laboratoire du G~nie de la R~activit~ Chimique ~. 
Nancy. Les esp~oes A et B sont liquides ainsi que le produit interm~diaire R, S d~signe le 
sulfate de baryum. On a les deux r~actions concurrentes : 

(12) I A + B  = R (tr~srapide) 

L R + B ~ S ½(rapide) 

Une goutte de Best inject~e dans le liquide A, la figure 4 indique les deux situations extremes 
qui peuvent se produire suivant la qualit~ de ragitation turbulente du liquide A. 

A A+R A 

Microm~lange efficace ~ I'~chelle 
mol~culaire au point d'injection 
de la goutte de B clans le liquide A. 
Best toujours en contact avec A, 
pas avec R. Le pr~cipit~ S ne peut 
pas se former 

Microm~lange imparfait B s'entoure de R, R 
r~agit avec B pour former le pr~cipit~ S 

Figure 4 

La quantit~ de S produite permet de mesurer I'indice de s~gr~gation du m~lange qui est d'autant 
plus ~lev~ que le microm~lange est plus imparfait. 

Les grandes ~chelles de turbulence n'agissent pas directement sur la r~action mais sont 
responsables du temps de s~jour des esp~ces darts un r~acteur ouvert (Fig. 5) pour lequel on 
aura ~ d~terminer une distribution des temps de s~jour t s. 

1 i 
Figure5 • t s t  > Ic5~. 
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2. INSTABILITES DE L'ECOULEMENT LAMINAIRE 

De nombreuses situations peuvent conduire & I'instabilit~ d'un ~coulement laminaire. On 
salt que pour des nombres de Rayleigh ~lev~s, les tourbillons de Rayleigh-B~nard deviennent 
fluotuants. Ce ph~nom~ne se produit ~galement aux points de bifurcation entre deux r~gimes 
stables. 

Les sources d'instabilit~ sent multiples. En ~coulement de fluide simple nous retiendrons 
I'instabilit~ de cisaillement et nous ~voquerons I'instabilit~ de flamme pliss~e pour illustrer 
le cas r~actif. 

2.1 L'instabilit~ de cisaillement 

Limitons-nous pour I'instant aux cas o~J les termes visqueux sent en competition avec les 
termes d'inertie. Le r~gime turbulent ne peut apparaftre & partir du r~gime laminaire que si 
celui-oi est instable. On a affaire ici & une "instabilit~ de cisaillement". Darts d'autres cas, une 
s~rie d'~tapes (r~gimes p~riodiques) prec,,de I'apparition de la turbulence (mouvements 
d~sordonn~s). C'est ce qui se passe par exemple pour I'exp~rience de B~nard qui ne sera pas 
~tudi~e ici. Supposons que I'~coulement laminaire soit caract~ris~ par le profil de vitesse (non 
perturbS) u = U(y), la vitesse v ~tant nulle et I'~coulement ~tant plan. On sait qu'alors la 
pression Pest une fonction lin~aire affine de I'abscisse x et qu'elle v~rifie : 

(13) cl'F'/ol~_ = v ~ U / 4 ~  ~' 

L'~coulement perturb~ sera tel que • 

~ = U(~) ÷ u,." 
(14) ,u'= 'tr' 

p --- P~:,~) ~- p '  

Le fluide est suppos~ incompressible de sorte que I'~quation de conservation de la masse 
permet d'~crire • 

(15) u.'= + y l a ~  , ,u-'=_'+u?/+~_ 

Etudions los perturbations du type " 

L C 
(16) ~p = ~(~) 

Les ~quations de la quantit~ de mouvement deviennent • 

(17) 
_-0~ tp uc+) + ' •  + 4 -~P' _ _,o -a(aLp). 

Apr@s ~limination de p' on a • 
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(18)  

comme ' 

(19)  
;. ~. ( ,~-~ ' , : )  

On obtient • 

(20) ~p("~ _ 9_ f<~ @" 
v 

C'est I'~quation d'Orr-Sommerfeld. 

Le m~me probl~me ~tudi@ en fluide parfait (v = O) conduit I'~quation de Rayleigh : 

(21)  (U - ~ )  (.. ~'/-- ~ )  - U"(:P = 0 

On d~montre qu'une condition n~cessaire pour qu'une instabilit6 se d6veloppe en fluide parfait 
est que le profil de vitesse U(y) prOsente un point d'inflexion. 

Bemonstration (dans le cas d'un ~coulement entre deux plans parallOles) : 

& 

0 

Instabilit~ s i c  i > O. 

Figure 6 

_'1 
(23)  ( U -  c ) = y , ~  ,L:~',: , y,,_ _ U - c ~  , y~ = c,.: 

(24)  

On s@pare les parties r@elle et imaginaire. 
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(25) 
¢ [ -  ¢~4 >, - u'/( 4~, ~ - ¢~ ~'() = o 

a_ (¢:¢,_¢,,~.) 4_ u,,(@.~)~-~_- o 
4(j 

(26) [ ¢.~'~- ~¢~ -~ ~_ 

(27) ~ =_~___~ = _~ ~ + ~ )  ~ 

donc" 

(28) ~ c ~ )  = ¢ ( - ~ )  = o 

Le crochet est doric nul. II reste • 

,f, 

S i c  i > O, doric ~'i > O, cette int~grale ne peut s'annuler que si U" change de signe entre y = -h et 
y = +h. U(y) doit donc presenter un point d'inflexion. 

L'~tude est moins aisle Iorsque v ~ 0 (~quation d'Orr-Sommerfeld). Pour le probl~me de 
I'~coulement entre deux plans parall~les on peut proc~der analytiquement ou num~riquement 
pour chaque valeur de v e t  de k. On trouve la condition c l= F(k, v) pour qu'il existe des 
solutions non triviales v~rifiant u( ± h) = v ( ~ h) = O. 

Le signe de c i est donc celui de ~ (F(k ' v))" 

On trouve qu'il y a toujours stabilit~ pour Re < 5800. Des instabilit~s sont possibles pour 
certains nombres d'onde aux Re sup~rieurs. Enfin, la stabilit~ est retrouv~e pour Re infini 
(les deux branches se rejoignent), ce qui prouve les limites de cette th~orie lin~aris~e. 
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2.2 Instabi l i t6  thermodi f fus ive  de la f l amme laminai re  [ 2 6 ]  

On peut facilement observer I'instabilit@ d'une flamme laminaire en faisant varier la 
richesse d'une flamme de bec Bunsen. Au-del& d'une valeur critique de la composition chimique 
du m~lange, le c6ne se transforme intantan~ment en un polyOdre. L'apparition spontan@e des 
cellules n'est en fait observ@e que dans le cas de m~langes riches en hydrocarbures lourds 
(propane) ou pauvres en hydrocarbures I~gers (hydrog~ne), c'est-~.-dire chaque fois que 
I'espOce qui limite la r~action est la plus 16g~.re. 

Consid@rons un m@lange r@actif d'esp@ces A et B dilu@es dans un gaz neutre, la composition 
@tant loin de la stoechiom@trie et I'esp~ce la plus I@g@re A @tant aussi la plus rare. Le 
d@veloppement de la r@action n'affecte alors sensiblement que cette espece A. Le coefficient de 
diffusion est donc grand (voir chapitre 2) du fait de sa faible masse molaire et en cons@quence, 
le nombre de Lewis : 

(30) LeA = k / ¢ ~ = ~ 4  

est petit devant le nombre de Lewis de l'esp~ce B, plus Iourde. La diffusivit@ thermique X/Cp 
est, elle, ind@pendante des proportions de A et B du fait de la forte dilution du melange. 

La vitesse de d~flagration d'une flamme plane laminaire est bien d@termin@e (voir 
chapitre 7). Localement, la flamme stable de Bunsen pourra @tre assimilee ~. une telle flamme 
plane. Supposons qu'une perturbation locale induise une d@formation faisant apparaltre des 
creux et des bosses (Fig. 8). 
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Coupe de la flamme x'x 

La diffusion transverse de I'esp~ce A tend & diminuer la concentration C A au point M de la 

surface de r~action situ~ dans un creux. Au contraire la chaleur provenant des gaz br01~s 
diffuse vers I'int~rieur. Mais darts ce cas o0 LeA est petit, I'effet de diffusion de I'esp~ce A 

I'emporte et bien que la temperature s'61~ve en M, le taux de r~action ( diminue, ce qui conduit 
un abaissement de la vitesse de I'onde de combustion, c'est-&-dire de la c~l~rit~ relative de la 

flamme par rapport aux gaz frais. La zone consid6r6e vase creuser. L'inverse se produit au 
point N de la coupe y'y. II y a instabilit~ de la flamme. 

Si le nombre de Lewis ~tait plus grand que I'unit0, les effets de conduction thermique 
seraient plus forts que ceux de la diffusion mol6culaire et il y aurait stabilitY. 

Ces effets d'instabilitO donnent naissance & une autoturbulence thermodiffusive par 
amplification de d6fauts. 

Si I'~coulement amont des gaz frais est d~j& turbulent il y aura interaction entre les deux 
ph~nom~nes. 

Remarque : L'~tude du mouvement des flammes pliss~es turbulentes fait I'objet de recherches 
actuelles (Williams, Clavin, Joulin). Clavin et Joulin ont montr~ (1983) que darts le cadre de 
certaines hypotheses un seul scalaire mesurant I'Otirement du front contr61e Iocalement la 
forme et la dynamique de la flamme. Ce scalaire se d~compose en deux termes repr~sentant 
respectivement la contribution de la g~om~trie de la flamme (courbure du front avan(~ant avec 
une vitesse normale prescrite) et celle de I'inhomog~n~it~ de I'~coulement caractOris~ par le 
tenseur des taux de d~formation [27] ,  [28] .  

3. COEFFICIENTS DE TRANSFERT ET CINETIQUE CHIMIQUE TURBULENTS 
(th6orie statistique simplifi6e) [9] 

Soit un param~tre f(~,, t) de I'~coulement (pression, temperature, vitesse, concentration, 
...). On peut d~finir la valeur moyenne : 
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t + I  

{ (~ , -c ld  z 
2.  

o0 Test  le temps d'~chantillonnage choisi suffisamment grand pour que fen  soit ind~pendant. 
Le paramOtre f pr~sente alors une valeur moyenne et une partie al~atoire f'. On a • 

(32) 
-~ ~ > = -~ ~- ,~ -k = c ~- 

Pour deux points M 1 et M 2 distants de ~, oe la vitesse est u 1 et u 2 ~. rinstant t on d~finit un 
coefficient de correlation • 

(33) R ( ' 5 )  = ~.u.tol-~- /x 

et une Iongueur de correlation donnant la dimension moyenne des tourbillons : 
oo / 

(34) L --- J~ ~ ( ~ ) ~  

Si R(~) est ind~pendant de la direction de M 1 M 2, la turbulence est dite isotrope. 

La turbulence fait apparaTtre des termes de flux qui s'ajoutent aux flux mol~culaires des 
diff~rentes grandeurs intervenant du fait des ph~nom~nes de transfert. L'~quation du bilan : 

devient, par passage ~ la moyenne, dans le cas incompressible: 

( 3 6 )  = 

Ainsi I'~quation de la quantit~ de mouvement fait apparaitre le tenseur de Reynolds : 

(37) ~ ~ "~/®~'> 

qui s'ajoute aux pressions visqueuses pour donner la somme des viscosit~s mol~culaire et 
turbulente : 

(38) -~ -~  ~ ÷ ~o < ~ ' ®  ~ " >  

Une hypoth~se simplificatrice consiste ~. admettre que les flux turbulents sont 
proportionnels aux forces g~n~ratis~es correspondantes. On aura doric ici : 
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(39)  (~ ( u.',~"> --- - ~u "~. [ ;bu~ 

O0 K u est un coefficient d'Ochange turbulent. Contrairement aux coefficients de transfert, les 

coefficients d'~change turbulent ne d~pendent pas que de I'~tat local du fluide mais des 
caract~ristiques de I'~coulement. On peut rarement les supposer constants. Dans le cas d'un 
6coulement de Poiseuille turbulent, on admettra par exemple que K u est une fonction de y. II 

s'agit donc de coefficients semi-empiriques dont le champ de validit6 est g~n~ralement tr~s 
restreint, mais qui pr(~sentent I'avantage d'assurer la fermeture du syst~me d'~quations et de 
donner des indications qualitatives. 

On d~finit ainsi les trois coefficients d'~change K u, K T et K D tels que : 

~7 ~ < ~ >  

(40) ~ (e~')' ~,'> = -  K.~ ~'-E 

Ces relations sont valables ~galement en fluide compressible. 

On peut introduire alors des nombres de Schmidt et de Prandtl turbulents : 

Par analogie avec la th~orie cin~tique des gaz, on peut parler d'une Iongueur de m~lange 
(analogue au libre parcours moyen). Prenons par exemple un transfert de la grandeur F dans 
la direction y. On admet que le transfert s'effectue par jets al~atoires de Iongueur I' F dans la 

direction Oy et on suppose que ces jets emportent avec eux la valeur moyenne Tde leur niveau 
d'origine, celle-ci ~tant conserv~e durant le trajet I' F, & I'issue duquel il y a remise en 

~quilibre brutale avec la valeur moyenne du niveau d'arriv~e. A I'abscisse y, les fluctuations f' 
seront donc (Fig. 9) : 

2 ' - -  - 

] , .  
I 

Figure 9 
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Doric, en prenant en compte tousles jets al~atoires possibles et en effectuant la moyenne • 

= > (43) 

On a donc' 

(44)  ~r:  = < ce'~) ' e~= > 

Supposons p constant et les fluctuations u' du m(}me ordre que les fluctuations v'. On a, en 
posant f = u • 

(45) 

, , ,~  _ ~_',, ~ . / ~ , ~  ~ ,~' 

0U 

9. 
(4B) K,,/lo = Lp " ~ . / ~  

en posant L~ = ~ ~.~ > 

Lp est la Iongueur de m~.lange de Prandfl. On peut I'interpr~ter comme la taille des tourbillons 
les plus efficaces pour effectuer le m~lange. 

Etudions maintenant les termes turbulents dus ~ la cin~tique chimique. Soit la r~action 
chimique A + B ~. C. 

Les taux de production des esp~ces sont • 

(47) W~. = 

avec le signe (+) pour j = C 
et le signe (-) pour j = A ou B 

f ! / i (48) <W.>= -7~.(TA~/~.,-~'/,W~.>) - ~,q < ~ Y 6 >  

- _ y ; ~ y ~ >  

! 
On constate que, m~me Iorsque k 1 est n~gligeable, le taux de production moyen est la somme de 

deux termes et peut ~tre de ce fait tr~s different du taux de production calcul~ ~ partir des 
concentrations moyennes : 

En introduisant un temps caract~ristique de diffusion '~D et un temps chimique % on peut 

montrer que : 
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a) Si '~D << ~c, DI = "~cHD >> 1, c'est ~. dire si les r~actions sont lentes ou que le syst~me 
est parfaitement m~lang~, le terme chimique turbulent est n~gligeable devant le terme de 
transfert de diffusion turbulent. Alors < Y'A Y'B > " 0 et • 

b) Si "~c << "~D ou D I << 1, la r~action chimique est tr~s rapide devant le ph~nom~ne de 
diffusion. Les esp~ces sont faiblement m~lang~es et t] I'extr~me elles ne se rencontrent pas. Un 
point de I'espace voit alternativement les esp~ces A ou B mais jamais les deux ~ la fois. II en 
r~sulte que le taux de production est nul, ce qui suppose que : 

- -  __  / / 

c) Entre ces cas extremes, le terme de correlation < Y'A Y'B > a une valeur absolue 
comprise entre 0 et 1. 

4. QUELQUES DERNITIONS RELATIVES A LA TURBULENCE 

Les traitements statistiques de la turbulence sont g~n~ralement plus sophistiqu~s que dans 
la presentation du paragraphe 3. 

La moyenne statistique d'une fonction al~atoire f(~, t) est obtenue ~ partir de N 
r~alisations f i ~  t) de sorte que • 

N 

4 

Plus g~n~ralement on introduit une densit~ de probabilit(~ P(fl~', t) et la moyenne devient • 

= / ~  -" -'- ,4 

c'est la moyenne  d 'ensemble.  On utilise ~galement pour des couples de variables al~atoires, la 
densitO P(f, gl£, tl~", r) qui donne acc~s aux correlations. 

Lorsque la probabilit~ en un point P(fl~,, t) ne d~pend pas explicitement du temps, la 
turbulence est stationnaire. Lorsqu'elle ne d~pend pas des variables d'espace, elle est 
h o r r ~  

II y a i s o t r o p i e  en cas d'invariance par rapport aux rotations. Exp~rimentalement, on ne 
dispose que d'une r~alisation ~. des temps ou des positions variables. On a donc recours #. des 
moyennes  spat io - tempore l les  plut6t qu'aux moyennes d'ensemble. La fonction de pond~ration 
(~tant d~sign~e par ~ t) on 4crit : 
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avec" 

(55) 
L'~quivalence des moyennes d'ensemble et des moyennes spatio-temporelles n~cessite la 

v~rification de I'hypoth~se d'ergodisme. On introduit ~galement, pour un couple de variables 
al~atoires, des moyennes spatio-temporelles en deux points. 

Hypoth~se de Taylor ' Cette hypoth~se n'est valable que dans le cas de faibles taux de 
turbulence v' iv' i l /2 << ~i~'i) ~/ ' .  Elle consiste & supposer que, dans le cas homog~ne, le 
champ turbulent est fig~ et que les fluctuations sont transportOes par le mouvement de vitesse 
moyenne <'7> suppos~e constante Iocalement. On obtient donc une relation entre les d~pendances 
spatiales et temporelles. Avec cette hypothOse il suffira donc de mesurer exp~rimentalement 
les fluctuations dans le temps ,~ I'aide d'une sonde fixe. Les fluctuations spatiales en seront 
d~duites en ~crivant que : 

(56) 

Echelles de la turbulence 

L'dchelle int~grale caract~rise les grosses structures de la turbulence. Nous verrons au 
paragraphe 6 que I'~nergie cin~tique turbulente est distribute en hombre d'onde. La 
distribution spectrale, obtenue par transformation de Fourier clans le cas homog~ne est E(k) 
par unit~ de volume et de nombre d'onde. On montre que I'~chelle int~grale est ~gale ~. 

L -rr £.(o)/j ~'~ (57) 
E(k) ~tant la distribution spectrale unidimensionnelle. 

L'~chelle des petites structures pourra ~tre d~finie comme la taille ~ partir de laquelle les 
structures subissent fortement I'effet de la viscosit~ (r~gion dissipative). On obtient ainsi la 
micro-dchelle de Kolmogorov I k du paragraphe 6. 

La micro-~chelle de Taylor est interm~diaire entre I'~chelle int~grale et I'~chelle de 
Kolmogorov. Elle permet de relier les variances de gradients de fluctuations de vitesse aux 
variances de fluctuations de vitesse et on peut la d~finir comme " 

(58) x : 

On montre, en analyse spectrale, qu'elle peut ~tre deduite du spectre d'~nergie E(k) • 

(59) 

_j,o 
~/  ~ E ~ ) ~  E(~) ~lf~ 

O O 
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5. MODELES EN k - s (fermeture pour les termes de transfert) 

Nous n'(~tudierons ici que le cas d'un fluide incompressible non r~actif, mais des 
traitements analogues existent en presence de cin~tique chimique. Rappelons que I'on a ' 

(60) 

La fermeture du syst~me est obtenue si I'on connatt le coefficient de transfert turbulent K vet  

I'~nergie cin~tique moyenne de la turbulence. En effet, nous ~crirons, plus justement qu'au 
paragraphe precedent : 

( 61 )  '< ~ ,®~ '>  _ ! ~,--~ ~-" = _ ~ v ~  ~ >  

darts le cas de la turbulence isotrope, le tenseur du premier membre ~tant celui des tensions 
turbulentes, de trace nulle. Le coefficient K v peut ~tre ~valu~ & partir de la Iongueur de 
m~lange de Prandtl. Cependant, une th~orie plus sophistiqu~e permet de le relier ~. I'~nergie 
cin~tique moyenne de la turbulence par unit~ de masse : 

(62) "~ = ~ ' = > / ~  

et au taux de dissipation moyen de la turbulence • 

(63)  { ~ = t~o ,~ ~ ~ ' :  ~ ' >  

fo "~ f~.~ " ~ '  1 

On a alors ' 
/ 

( 64 )  k~ = < ~'~-,,> ~- , ~ , , L f ~  

o~ a vest  un coefficient constant et L une Iongueur de m~lange, qui peut ~tre diff~rente de Lp. 

On peut montrer qu'aux grands hombres de Reynolds, le taux de dissipation est reli6 ~. Let  
k par la relation • 

= ~ / ~ /  
(65)  7.. c t L 

II s'en suit que ' 

(66) t<v = Cv ~,, ~ / ~  O~ cv i~,~ = c~,, c.f , constant. 

A partir des 6quations locales du bilan de la masse et de la quantit6 de mouvement, et gr~.ce 
des multiplications ad6quates par v' i et ses d6riv6es et passage ~. la moyenne, on obtient deux 
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~quations de bilan en k et ~, qui font apparaftre une s~rie de termes de correlation d'ordre 2 ou 
3 et leurs d~riv~es. La fermeture du syst~}me s'obtient en n~gligeant certains de ces termes et 
en faisant des approximations pour les autres. Le rOsultat qui ne sera pas d~montr~ iciest le 
suivant • 

(67) 
Dt 

C E ~  
,3k p°~ 

( 1 - - "  

"--* E D ~ < ~ ' >  . ?  

Darts les seconds membres de ces ~quations, les premiers termes sont des termes de flux, 
c k est un hombre de Prandtl turbulent d'~nergie, ~r¢ un nombre de Prandtl turbulent de 

dissipation. Les autres termes sont des termes de production et de destruction. On a • 

(68) ~(~)  = kv ( .~ ,,,j + + 
/ 

Rappelons que • 

(69) 

Les constantes ont ~t~ ajustees sur de nombreuses experiences et un bon choix paraft #,tre • 

(70) cv =0,09 , d~=4  , Cr~ =4 ,3  , c ~  = t ,z t4 , c~_z=,l,9~. 

Les ~quations obtenues ne font plus intervenir les correlations mais simplement les 
gradients de quantit~s moyennes. Elles sont coupl~es aux ~quations moyennes du bilan, 
I'ensemble du syst~me pouvant l~tre r~solu par des m~thodes num~riques moyennant des 
conditions initiales et aux limites convenables. 

Les modules du type "k - ~" sont criticables. IIs donnent une solution triviale clans le cas 
homog~ne (<V> = O) et isotrope. IIs sont bas~s sur un formalisme un point et ne contiennent 
pas de ce fait toutes les informations spectrales. 

Les mod~}les en "k - ~" sont cependant fr~quemment utilis~s y compris dans les 
~coulements r~actifs o~ se pose de plus le probl~me de la d~termination des termes de 
production chimique moyens <Wj>. 

6. ANALYSE SPECTRALE ET THEORIE DE KOLMOGOROV 

La transformation de Fourier • 

(71) ( ~ )  =- , ~  
- L ~ , , 0 ( . .  
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permet d'~tudier la distribution en anergie des structures spatiales de la turbulence. L'inverse 
du nombre d'onde k d~finissant I'achelle de la turbulence, c'est-~.-dire la taille des tourbillons. 
Nous n'entrerons pas darts le datail de la thaorie spectrale que nous ne ferons qu'esquisser. 
Notons toutefois que les spectres d'~nergie s'obtiennent aujourd'hui assez facilement par la 
vole exparimentale. On supposera ici que la turbulence est homog#ne et isotrope (<~'> = 0 en 
particulier), que le fluide est incompressible et visqueux. De plus, I'avolution est libre et on 
naglige I'action des parois. On suppose enfin que les conditions initiales sont al~atoires. 

On montre qu'alors le spectre d'anergie turbulente E(k) comprend deux zones s~par~es 
par une zone de transition (Fig. 10). 

a) Une zone de faibles valeurs de k, c'est-&-dire une zone de gros tourbillons (taille ke'l ) 
oO I'~nergie est concentr~e et qui peut ~tre aliment~e en anergie de fagon stationnaire (par 
instabilita, interaction avec le mouvement moyen, forces ext~rieures, etc...) ~. un taux 61 . 

b) Une zone de petites structures de taiile 1/k d (k~l, nombre d'onde de Kolmogorov) oQ 
I'anergie est dissipae par viscosit~ avec un taux 6 2. 

c) Les termes d'advection (en 8uiuj/Sxj) assurent le transfert d'~nergie entre les ~chelles 
de fagon conservative. 

c 

5 T RAN ~ F E R T  

CO N.~ f-. R VP.T~ F 

: , , + . s , P A ' r , o .  

V I S ~  OE.USp.. 

• 

Figure I 0 

Pour que la zone de transfert ait une ~tendue non n~gligeable, il est n~cessaire que 
k d >> k e, cela implique une condition sur les nombres de Reynolds. On d~finit un nombre de 
Reynolds de la turbulence ~. partir de la taille k 1 des tourbillons et d'une vitesse bas6e sur 
I'~nergie E(k ) (qui est une ~nergie des fluctuations de vitesse par unit~ de volume et par unit~ 

1/2 i de hombre d'onde). La quantit~ [k E(k)/p] est donc la v'tesse moyenne caract~ristique des 
structures de dimension k 1 et le nombre de Reynolds associ~ est donc• 
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(72) R e = ( 4 / v ~ )  ( ~ E (~ ) /~ )  ' /"  

Pour k = k d, les ph0nom@nes dissipatifs deviennent de I'ordre de grandeur des ph~nom~nes 
inertiels, si bien que (Re) d ~ 1. 

(73) (R-)d = C~l+~a) ( ~d E~d)18) v~ 

Pour les grosses structures, on obtient (Re)e :(~/,)r~e)(~,E(~)/p) " / ~ -  " ' ~  - "  

et k e << k d, il s'en suit que • 

(74) (Re)e >~(-Re-)d ~ :[ 

avec E(ke) > E(k~t ) 

Cette inOgalit~ rOsume les conditions d'existence d'une zone de transfert o~J les mouvements 
sont indOpendants des grosses ~chelles ~nerg~tiques, sources de la turbulence, et de la 
viscositO. 

La th~orie de Kolmogorov postule I'existence d'une telle zone et permet d'y d~terminer le 
spectre E(k) gr,~ce ~ I'analyse dimensionnelle. 

On suppose le r~gime quasi-instationnaire, les taux 01 et 02 ont alors une valeur 

commune ~qui est une Onergie produite par unitO de volume dans I'unitO de temps (dimension 
M L I T 3 ) .  On peut prendre comme param~tres caract~ristiques du probl~me : k, ~/p,v, 
E(k)/p. II est d'usage de remplacer v par une combinaison entre ~/p et v ayant les dimensions 
d'une Iongueur : 

(75) e. = ( , /~ / (~1~>))  *'<' 

Iongueur de Kolmogorov. 

On choisit alors comme grandeurs de base k et ~/p. 

Les groupements I ]  se d~duisent alors du tableau suivant • 

k ~/p I k E(k)/p 

L -1 2 1 3 

M 0 0 0 0 

T 0 1 -3 0 -2 
I 
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On obtient • 

(76)  
~/~,) E(~) I¢ 

Le th~or~me de Vaschy-Buckingham nous donne • 

(77)  1-1",- = L~( ]-lr e ) 

ou encore • 

(78) E(~) = ?'1"2"/'" ~-""~C~l,,:) 

Dans la zone inertielle, la viscosit~ n'intervient pas et I'on a : 

f ~(~e~<) = c_,~< constante de Kolmogorov, e t '  
(79)  E(~ )  c,~ ~ r ' l~  ~1~ ~-~i~ 

L'expOrience a confirm~ cette Ioi pour les milieux non r~actifs. La constante c k estd'ordre 

1,5. La figure 11 concerne le spectre unidimensionnel mais la Ioi est analogue dans le cas 
tridimensionnel avec une constante (48/55) c k. 

Flemarque • En presence de r~actions chimiques et notamment en combustion, la Ioi de 
d~croissance en k 5 / 3  est rarement v~rifi~e. Cela est certainement d0 au fait que la 
turbulence n'est plus homogbne et isotrope dans ce oas. D'autre part, d'autres param~tres 
s'ajoutent ~ ceux que nous avons pris en compte pour I'analyse dimensionnelle, notamment les 
termes de production chimique, de diffusion et de transfert thermique, mais aussi des 
param~tres g~om~triques. 

La zone inertielle est Iimit~e par le nombre d'onde k d qui, puisque Re d ~ 1, est ~gal ~. • 

(8o) ~L = £ ( ~ , ~ ) / ¢  v~ 

Dans la zone inertielle on a donc pour k = k d • 

(81 -k ( ~ / e  

soit 

(82)  ,., z/G,>~=~<~<q, ~C~k~ ~ / ~  
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II s'en suit que dans la zone dissipative : 

~/~ e/~ ~-  s-/5 
(83) E(~ = ~ ~ ~ ( ~ I ~ )  

D'autre part, le nombre de Reynolds des gros tourbillons est : 

- ¢ [ ~ ,  

_~/~ 

4 ~  

A~ 

,4o -4 

3 

I 

B 

a I . , ~  r ~ . o ~  ,i 

o ~tt~.,-t~-~ 
x O ~  

Q 
o 

o 

K 

o~ 

~,/~ 

Figure 11 - Spectre unidimensionnel d'~nergie montrant 
runiversalit~ de la Ioi de Kolmogorov 
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7. CLASSIFICATION DES REGIMESTURBULENTS DE COMBUSTION [29], [30] 

En r~gime laminaire et en ~coulement incompressible stationnaire, on a : 

(85) ~ ~ y $ / ~ -  ~ A ~. = * ~ / ( a  (cas v = w = 0) 

Cette equation fait apparaitre les trois temps caract@istiques d(Hinis & partir de la Iongueur 
de r(~f(~rence I : 

convection : ,c c = I/u 

diffusion : ,CD = 12/~ 

chimie : ,Cch = p/W 

L'(~paisseur de combustion correspond ~ "~c ~ "CD ~ 'Cch et devient : 

(86) e b ,~ ~]p~/v~ 
La vitesse normale de combustion est d~duite Ogalement : 

En r~gime turbulent on d(~finit I'(~chelle I u de la turbulence et son intensit(~ ~]~2. Le tableau de 

la figure 12 (M. Barr(~re) permet de classer les divers types de combustion turbulente en 
premi(~re approximation. 

Combustion 
"en volume" 

" S " '  ": ~'' '" 
gaz /i" .." ~'."i~ 
frais /.:, ...'.'~\\\ gaz 

/.- ..', L ..X~\\\\ \ brfil~s 
gaz en .~g~-.." ' :.~\\\\\\\ 
combustion-/'. ~' \ ." ~\\\\\\~ 

frais 
gaz 
brfil~s 

Flamme analogue ~ celle dur~gime 
laminaire avec coefficients de 
transfert et taux de production 
diff~rents 

Combustion 
en paquets gaz ~ • 

frais :~ ~ I ~ '  

gaz 
br~l~s 

Flamme 
pliss~e 

~ . . / e l : ,  
Figure 12 



119 

Cette classification n'est qu'indicative. En particulier, une certaine ambiguite r~gne sur la 
Iongueur I u. En effet, I'echelle de la turbulence n'est pas unique et on a plut6t affaire & une 

distribution de I'energie turbulente suivant les echelles qui coexistent. Notons toutefois que les 
termes de flux turbulents tels que le tenseur de Reynolds ou les correlations <v'T'> ou <v'Y'j>, 

sont plutSt lies aux grandes echelles des fluctuations alors que le taux de production chimique 
moyen <Wj> est lie avant tout aux fluctuations ~. petite ~chelle. 

La diversite des situations rencontrees en combustion montre qu'il est difficile d'envisager 
un traitement unique pour tousles ecoulements turbulents avec reactions chimiques. 

Enfin signalons que d'autres classifications plus precises des regimes de combustion ont 
ete etablies. Celle de Berghi est fr~quemment utilisee i-50]. 

Exemple d'une flamme prem61angee de Bunsen 

La flamme est obtenue & I'aide d'un brt31eur fournissant des taux de turbulence 
relativement faibles. Dans certaines situations on observe une flamme pliss6e. La turbulence 
de I'ecoulement amont (gaz frais) est modifiee & la traversee de la flamme. Si ron mesure les 
fluctuations de vitesse en differents points ~ raide d'un dispositif d'anemometrie laser, on peut 
en deduire, par un traitement approprie du signal, les spectres d'energie turbulente E(k). 
L'echelle integrale correspond aux petites valeurs du nombre d'onde k, elle pout ~tre deduite 
directement des spectres d'energie en chaque point. On observe le resultat suivant (Fig. 13). 
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Figure 13 



12o 

Z d~signe I'altitude du point de mesure ~ partir de la sortie du br01eur, U la vitesse moyenne 
suivant la verticale et L z I'~chelle int~grale. On constate une forte augmentation de L z ~. la 
travers~e de la flamme. L'origine de ce ph~nom~ne est ~ trouver dans les fluctuations de 
position du front de flamme instable. On observe entre les points B et C le passage de I'onde de 
d~flagration darts la zone de mesure. L'effet incompressible se fait sentir en amont entre A et B. 
En C I'~chelle int~grale retrouve sa valeur initiale, puis croft entre C et D sous I'effet de 
I'amortissement de la turbulence pour les petites ~chelles, acc~lOr~ par I'accroissement de la 
viscosit~ v li~ ~ I'~l~vation de temperature. 

8. NOTIONS SUR LES FONCTIONNELLES DE DISTRIBUTION DE PROBABILITE 
(fermeture pour les termes de production) [20]  

Les termes de production chimique sont non lin~aires. On ne peut leur appliquer des 
traitements analogues ~. ceux des ph~nomOnes de transfert (coefficients de transfert 
turbulents) et ils ne peuvent ~tre interpr~t~s simplement par des theories du type de celle de 
Prandtl. 

Les fonctionnelles de distribution de probabilit~ (FDP) sont dOfinies sur un espace des 
phases comprenant les param~tres d'~tat de I'~coulement • T, v, Yj ainsi que le temps et 

respace. Soit ~" le vecteur ayant pour composantes ces paramOtres, on d~finit la FDP • 

t) 

de la m~me mani~re que ron a fait en 3.9.2. 

Les quantit~s moyennes deviennent • 

(88) = 

sachant que • 

(89) P ~" = ,( 

Connaissant la FDP on peut en d~duire par exemple le taux de production moyen des esp~ces ' 

Si les concentrations interviennent seules, '~ aura pour composantes ces concentrations. Les 
flux de diffusion turbulente feront intervenir de plus la vitesse et il faudra utiliser alors des 
FDP d~pendant des concentrations et des composantes de la vitesse. En principe les FDP sont 
surtout utilis~es pour calculer les termes de production chimique, alors que les flux 
turbulents justifient d'autres m~thodes de fermeture (m~thodes en k - ~ par exemple). Mais 
den ne s'oppose ~. priori ~ ce que les flux soient d~termin~s par cette m~thode ~. condition de 
connaffre les FDP correspondantes. 
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La FDP v~rifie une Oquation de bilan darts I'espace des phases analogues au bilan de 
population (3.10.2). 

Pour obtenir les conditions de fermeture requises pour les ~quations de I'~coulement 
turbulent, il faut d'abord connattre le bilan de la FDP, ou alors se donner b I'avance une forme 
convenable de celle-ci (m~thode des FDP pr~sum~es). 

' Parmi les ~quations du bilan de la FDP, nous ne citerons que la plus simple, due ~ CURL, 
o4 I'espace des phases ne comprend qu'une coordonn~e de concentrations et ne d~pend pas de ~:  

(91)  

-a t + ~' ( P(c, t ;  - ~ ( c , t ) )  ,- ~ = 

C-C ,~ yrf T ] 

Le premier terme est la variation instationnaire de P, le second correspond ~. la convection, 
est I'inverse d'un temps de s~jour moyen et Po est la FDP ~ I'entr~e du r~acteur. Le troisi~me 
terme correspond ,~ la production chimique,c'est un terme de flux dans I'espace des phases. 
Enfin le second membre se rapporte aux interactions entre particules fluides en admettant que 

• I I f  deux particules de concentratmn C et C. se r~unissent pour former une troisi~me particule de 
concentration (£'+£'//2 aveo une fr~quence 13 de coalescence-redispersion supposOe constante. 
Cette ~quation oO I'on suppose p = cte, ne prend pas en compte les inhomog~n~it~s. 

D'autres modules sont plus sophistiqu~s. Certains d'entre eux font intervenir les FDP en 
deux points• Le probl~me est de trouver les bonnes conditions de fermeture pour le bilan de la 
FDP et de r~soudre ensuite I'~quation. 

Les FDP peuvent ~tre mesur~es. En combustion, Iorsque I'on a un m~lange de gaz br01~s et 
de gaz frais, la FDP de temp~rautre sera g~n~ralement bimodale, mais sa forme peut ~voluer 
au cours de la r~action (Figure 14). 

5 ~  
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a .... y = 30 m m  
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Figure 14- Evolution de la FDP darts une flamme air-m~thane (ONERA) 
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9. EXEMPLE DE RESOLUTION COMPLETE D'UN PROBLEME D'ECOULEMENT 
TURBULENT REACTIF [31 ] 

La r~solution num~rique ne peut se faire que moyennant des approximations. Par exemple 
N. PETERS (1981) a trait~ le cas d'une flamme de pr~m~lange en admettant une seule r~action 

/ / 
(92) ~A A * re, B ~ C 

de grande ~nergie d'activation. Si Tf est la temperature des gaz frais et T b celle des gaz br016s 
darts des conditions de combustion adiabatique complete, on pose : 

(93) 

OO E a est I'~nergie d'activation de la r~action. 

La temperature r~duite • 

(94) EY = ( T - T g ) / ( T B - T ~ )  

est ~crite sous la forme ' 

(95) E) = , I - ~ . ~  

et tous les termes d~pendant de T sont d~velopp~es asymptotiquement suivant le petit 
param~tre ~, 

Comme il s'agit d'un ~coulement compressible, les moyennes de Favre sont utilis~es, saul 
pour la masse volumique. On a ainsi 

(96) ( ~  = ~ (~ o~ - d~signe la moyenne classique et ~ la moyenne de 

Favre, pond~r~e par la masse. Ainsi 

EY = @  + ,avec = 0 
@" ~ @'/ 

(97) 
: p + ~"  ,avec ~ = 0 

L'~quation de I'~nergie, pour Le = 1 (chapitre 7) devient : 

(98) ~ ,...-.~. - • cF (TB -T~:I 

avec 
F--.,=_ 

(99) "~ = ~ ( ' r ) ' { ~ y ~  = B y 4 y ~  e e-r 

(r(~action d'ordre 2). 
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On montre que pour Le = 1, YA et YB sont des fonctions lin@aires de e. On pose 

S = v 'A f-/{'A ~/P, vitesse de consommation du combustible A. 

(100)  
3 ~x,~ -6'Y-4 

- a  ~ @,,5,/ 

Les termes de flux sont mod@lis~s comme suit : 

et la dissipation est @crite : 

_ ~ 

(1 02) F__.% = c~ p ~O-t~iz (~//z 
2_ 

~: De 

o5 vt,f2 est le carr@ de la vitesse de flamme turbulente, c 1 est suppos~ constant. 

Les termes de production S'et ~)//S// sont calcul@s & I'aide de la densit@ de probabilit@ en 
fonction 13 : 

(1 03) t:)("/-) = % ( 4 -9c)  ~-t r-(~.) 

r(~ 1 r(~) 

Cette FDP pr@sum@e pr@sente I'avantage d'une forme @volutive suivant (~ et 13 et est compatible 
avec les observations exp@rimentales. D'autre part, (~ et 13 sont reli@s ~. la moyenne ~'et ~ la 
variance x -2'  : 

104) -c = ~+l~ = ~_ (~_~_)/~-~ - 4  
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On a alors : 

(105)  o 

@"s" = , f  ~ s(@) ~ ( ~ )  ~I @ _ 
.10 

N N 
@ s  

avec 

(106)  , ~ = ( ~ _ . t )  ~. 

Ces termes sont calculus suivant des d~veloppements asymptotiques en¢. 

Les calculs num~riques permettent de r~soudre les ~quations du probl~me moyennant la 
donn~e des conditions aux limites. La solution est repr~sent~e sur la figure'lSen e(~), ~ 6tant 
une variable adimensionnelle d'espace normale & la flamme suppos~e plane. 
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Figure t 5 

On peut remarquer 1'6volution de la FDP ~. la travers~e de cette flamme. 

Ces quelques apergus de la turbulence montrent la complexit6 du probl~me. Nous n'avons 
qu'~voqu6 quelques m6thodes : analyse spectrale, mod~lisations en k - ~, FDP. II en est 
d'autres, les m~thodes Lagrangiennes par exemple dont nous n'avons pas parl~. Les recherches 
actuelles tendent ~ perfectionner les modules existants et ~ confronter les r~sultats th~oriques 
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aux mesures exp~rimentales. D'autres recherches portent sur le comportement des grosses 
structures stables ou instables darts I'~coulement. Enfin I'interaction entre les effets 
dynamiques et chimiques n'est pas compl~tement ~lucid~e. 

N~anmoins les connaissances actuelles sont largement utilis~es dans la pratique et m~me si 
de nombreux progr~s restent ~ faire, on est en mesure d'~tudier correctement de nombreuses 
situations pratiques. 



CHAPITRE 7 : REACTEURS CHIMIQUES 

1. REACTEURS IDEAUX. REACTEURS REELS 

Un r(~acteur chimique au sens large est une zone de I'espace o4 peut avoir lieu une 
transformation chimique. Cette d~finition recouvre une tr~s grande vari~t~ de situations : 
chimie industrielle, propulseurs d'a~ronefs, de fus~es, moteurs chimiques, etc... 

La configuration d'un r~acteur d~pend de nombreux facteurs li~s ~ la nature chimique de la 
transformation qui s'y op~re : r(}action homog~ne ou h~t~rog~ne, ~cart ~. I'~quilibre, presence 
de catalyseurs, turbulence, ~tat thermodynamique (pression, temp(~rature, etc.). 

L'~tude des r~acteurs r~els n~cessite la mise au point de techniques exp~rimentales et de 
moyens d'investigation th~oriques. Le temps de s~jour des esp~ces chimiques darts un r~acteur 
est une notion importante et I'~tude de la distribution des temps de sOjour permet souvent 
d'aborder le processus dans toute sa complexitY. L'~tude de cas extremes, c'est-~.-dire de 
r~acteurs id~aux, est avantageuse du fait de leur plus grande simplicit~ et parce qu'ils 
constituent souvent une bonne approche des cas r~els. 

II est souvent illusoire de vouloir r(}soudre, sans hypoth~se simplificatrice, les ~quations 
du bilan local. On a recours g~n~ralement ~ des bilans globaux prenant en compte les 
caract~ristiques principales des r~acteurs. Darts certains cas on pourra par exemple n(~gliger 
les ph~nom~nes de transfert (conduction thermique, diffusion, viscositY). Parfois, (cas des 
r~acteurs isothermes), seule I'(~quation du bilan des esp~ces sera utilis~e. 

Pour un r~acteur ideal dit "parfaitement agit~" on distingue seulement les conditions 
d'entr~e et celles, uniques, du r~acteur lui-m~me qui sont aussi les conditions de sortie. Cette 
hypoth~se n'est plus valable pour un r~acteur "piston" o4 I'on suppose que I'~coulement a lieu 
par tranches successives, jusqu'~ la sortie. Enfin, dans la plupart des cas envisages dans ce 
chapitre les effets de la variation de pression et de la viscosit~ seront n~glig~s de sorte que 
I'~quation de la quantit~ de mouvement ne sera pas utilis~e. 

A titre d'exemple, citons quelques r~acteurs id~aux (Fig. 1). 

Nous ~tudierons le r~gime permanent et parfois le r~gime transitoire et la stabilit~ des 
points de fonctionnement. 
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r~acteur ferm~ ~ composition uniforme 

r~acteur semi-ferm~ ~. composition uniforme 

, 
1 I 

r~acteur ouvert parfaitement agitO 

I ; I  | 
q I f 

--I I i  f 
r6acteur ouvert en ~coulement piston 

Figure 1 

2. REACTEUR CHIMIQUE HOMOGENE A MELANGE PARFAIT [18],  [19],  [32] 

Pour un r~acteur ouvert homog~ne ~. m61ange parfait, nous utiliserons les ~quations de 
bilan global du chapitre 3 (paragraphe 10.1) : 

( 1 ) d m~.l  ,~ (: = ~ j ' e  - '~j's * ~,~' 

<~) <~i<~ :.z, ~j~ ~ -~  ~,~.~ ~_<~ 
Par m~lange parfait on entend que les param~tres thermodynamiques el chimiques sont les 

mimes en tout point du r~acteur, une fois franchie la section d'entr~e. En particulier, T s = T, 
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hjs = hj, Cjs = Cj. Dans le cas envisag~ nous admettons que la pression p e s t  
approximativement constante, de sorte que, ~ ~tant le volume du r~acteur • dE/dt = dH/dt avec 
H = "~~: pj hj. Enfin les d~bits masse ~j sont supposes proportionnels aux masses volumiques 

de sorte que, cl ~tant le d~bit volume : 

(3)  

En posant • 

(4) "C = ~/,~ 

temps de passage, ~gal ~ un temps de s~jour moyen, on a ' 

(5 )  

d 'oO • 

compte-tenu que : R~ = '~ Wi " 

En presence d'une seule r~action chimique : 

oO ~ est le taux de r~action en moles/par unit~ de temps. On a aussi : 

o0 t; est le degr~ d'avancement de la r~action tel que : 

( 8 )  (~i = ~'~'~ ~- "~ ' ~  ~; 

L'~quation de bilan des esp~ces s'~ri t  donc: 

(9) "C d ~ ' / / c l t  = -~"  + "C "~ 

Pour I'~quation de I'~nergie on tient compte de : 

:"r" 

1 o) ~ = (,t;)~. ,. [ c~4 d T ( 
-% 
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On a: 

(12) <l 

= E...P,,+ C p,.,,-.p,;)Ir, + + z_+ ,>~, ~.-P, V 

Soit, en appelant AH I'enthalpie molaire moyenne de la r~action ' 

(13) 

en posant : 

(14) 

on obtient : 

(15) 

,ll 

pep = F___ p+-% 

~(?i,-,<,<,.) i~+.- ++,w ~ +- ~><_,.+<~-r-/<~-~ :~(M.,,.,_,<>,.~+. )_~/~ 

En simplifiant et en posant • 

.T~ 

,', <i 

o n a :  

( 17 ) -T d T / a  t = r e - T  ,- A "C "~ - q'~ 

ave(:; • 

(18) A,= ,Wfe~ , c t = & / e % q  

Le syst0me d~finissant le comportement du r~acteur est doric ' 

[ T ol Z~/ott = - " ~ "  ~" " C ~  

(19)  
d T / / d ~  =. T ¢ - T  + E "6 -  ~ - Q *  

Etudions le cas d'une r~action d'ordre un • 
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(20) A J~CT) .:._ B 

ave(:" 

(21) ~ ( r )  = ~'o eE T"IT 

Ona: 

(22) 

et en posant X = rJCAe, on trouve : 

(2s) ~ = c,e -~o e_-T"/T(~-;') 

Admettons que la Ioi d'(~change thermique soit : 

(24) Q * =  K (-F-To) 

0fJ T o est la temp(~rature ext(~rieure, et posons : 

{ ~(x,'~) = "~o(~-×)E T'/-r 
(25) "I-* = ~ '  Cf~e 

Les (~quations de bilan prennent la forme : 

(" -~ d x / a t  = - x  + -r TPCx,T) 

(26) T dT/a~ = T , -T  +'C T'~(~,,,-) - K  (T-To) 

Le r(~gime stationnaire (indice s) est caract(~ris(~ par les deux (~quations suivantes darts le plan 
(T s, Xs)'  

(27) 

(28) X~ = Ck4--t J 'F~ /T  ~" -- ( ' r ' e + V I T o ) / T  ~" 
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X 5 , 

~o 
"~" ~-'~DO = e,O 

d, " "  f - 

/ ~o croissant 

~_~"" - -  " ~  ~ o  : 0 

-r~ ms 

a) ~luation (27) 

X.s 

4 

-re 

c) ~quation (28) 

me :~  

X5 
"1 

b) ~quation (28) 

a) Influence de ,ok o qui est analogue & I'inverse d'un 

premier param~tre de DamkOIher D I =,Cchim/,L A T s 
donn~, plus ,~k o est ~lev~ (r~action rapide ou 
~coulement lent), plus X s est grand. 
b) Influence du coefficient d'~change thermique K ~. 
T o et T e dorm,s (ici T o < Te). 
¢) Influence de la temperature de I'~changeur ~ K 
donn~. 

Figure 2 

Les solutions sont donn~es par les intersections des courbes (27) et (28), (Fig. 3). 

,I 

T - -  

--r s 
Fig. 3- Diverses solutions pour T a, ,ok o et K donn~s 

et des valeurs croissantes de T o 

O n  peut ~galement representer les solutions dans le plan (X s, fs) avec - 

_T=l-r~ 
(29)  :p, = f = e 
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On obtient alors les deux ~quations suivantes • 

(30) t 
{ , =  ~ , / z :  

c 4 

,5" 

Figure 4 
Xs 

Ici, I'influence du temps de passage est mise en ~vidence par la pente 1/,~ de la droite passant 
par I'origine. On a un ou trois points de fonctionnement, exceptionnellement deux. Les points 
A i correspondent & un taux de r~action tr~s faible. On a int~r~t & obtenir X s le plus grand 

possible avec un temps de passage ,~ assez faible. L'amor(;age de la r~action peut se faire en 
diminuant le d~bit (donc 1/,~) ou en augmentant la temperature de I'~changeur. II est 
important de connaitre la stabilit~ des points de fonctionnement. 

Pour cela on ~tudie I'~volution dans le temps des ~carts au r~gime stationnaire ' 

(31)  "x:, = ( X-X .~) / ( " I -X~  ,, "X...Z. = (T-T,c)/T~ 

On obtient ' 

(32)  { a ~ , / a e  = - ~ ,  - Q ,  [ 4 - ( t - , x , )  e ° ' ' ~ ' - / c ' ' ~ ' )  ] 

avec' 

(33)  

0 -__~/"C , Q,c "C~o e,. -Te'/Ts 
t : , OZ = T~./Ts 
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Apr&s lin~arisation des seconds membres on obtient : 

(34)  clqt.2./o~e = - cx~ ~ .t-(Q.t. Ci4-Cl~,)rx:z 

L't~quation caractt~ristique du syst~me est : 

(35) 

avec 

~" 9 = - ('~ ÷oh +Q~ - a z o ~ )  

(36)  t "P=- ( ' l  ÷ a t ) %  - a,_a~ 

Les racines sont r6elles et distinctes si : 

elles sont imaginaires conjugu~es Iorsque A < 0 et on obtient une racine double Iorsque A = 0. 

l e r  cas  : r a c i n e s  r(~elles (A > O) non  nu l les  

II y a stabilit~ (~'1 < 0, ~'2 < 0) ~. condition que P soit positif et que S soit n~gatif. Tout 

~cart de faible amplitude, par rapport au point de fonctionnement stationnaire tend ~. se 
r~sorber suivant une Ioi exponentielle. Si I'une des racines seulement est n~gative ou si les 
deux racines sont positives, il y a instabilitY. 

2 d m e  c a s  : r a c i n e s  i m a g i n a i r e s  conjugu(~es  (A < O) 

On a alors dans tous les cas P > 0. La partie r~elle de chaque racine ~, est t~gale & S/2. La 
stabilit~ sera donc assur~e si S < 0 et la solution sera alors oscillatoire amortie. Si S est 
positif il y a instabilitY. Si S est nul, la solution est oscillatoire non amortie. 

3 # m e  c a s  : rac ine  d o u b l e  (A = O) 

La solution est stable si S < O. 

4 ~ m e  c a s  : une  rac ine  nu l le  (P = O) 

II y a stabilit~ asymptotique. L'dcart tend ~. se stabiliser vers une valeur non nulle 
Iorsque e~oo. 

En rt~sum~, la stabilit~ du syst~me lin~aris~ n'est assur~e que pour P > 0 et S < 0. 

L'une de ces conditions peut ~tre repr~sent~e graphiquement. En effet, dans le plan T s, X s, 
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soit Pl la pente de la courbe X s = ,ok o e'Ta/Ts/(1 + ,~k o e "Ta/Ts) et P2 celle de la droite 

Xs = (K + 1) Ts/T* - (Te + KTo)/F*. On obtient par d~rivation • 

(38)  

Ainsi, P sera positif si la pente de la droite est plus ~lev~e que celle de la courbe et P sera 
n~gatif dans le cas contraire. On trouve donc une condition suffisante d'instabilit~ avec P2 < Pl 

,K s 

S 
Figure 5 

% 

ce qui ne se produit qu'entre les points A et B. L'arc de courbe AB est donc une zone de r~gimes 
stationnaires instables pour les petites perturbations. 

Seule I'~tude des ~quations non lin~aires " 

(39)  

{ "~ a x / a t  = F(X,T) 

"C olr/a.t - G- (x,T) 

peut d~crire compl~tement le comportement instationnaire du reacteur et fournir la r~ponse & 
des perturbations de grande taille. 

En suivant Admundson et Bilous, on peut se rendre compte de r~volution en effectuant une 
representation dans le plan (T, X) divis~ en r~gions d'apr~s les signes de F(X, T) et G(X, T). 

La figure 6 montre qualitativement ce qui se passe en presence d'une seule solution 
stationnaire. 
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::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 
O 

Figure 6- Le parcours AS indique une stabilit~ 
oscillatoire du point stationnaire 

DSns le cas de trois points de fonctionnement on obtient une ligne de s~paration xy (Fig. 7). 
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Figure 7 

Ces figures sont obtenues pour une reaction r~versible A - ":. B, cas I~g~rement different du 
precedent. 

Avec la r~action irreversible A ~ B, Aris et Admundson ont obtenu num~riquement les 
solutions en presence de trois points stationnaires (Fig. 8). 
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Figure 8 

On constate que si le point de d~marrage se situe ~ gauche de la ligne de s~paration xy, il y a 
stabilisation du fonctionnement sur le point stationnaire S 1. Si I'on veut obtenir le point 
stationnaire stable S 3, qui est le seul int~ressant, il faudra, comme nous I'avons d~j~ dit plus 

haut, pr(~chauffer par exemple le r~acteur. 

Deux probl~mes se posent ,~ propos de ce type de r~acteur • 

- le temps n~cessaire pour atteindre un ~tat stationnaire stable, 
- I'existence de points stationnaires instables. 

Leur solution peut ~tre trouv~e par un contr61e du rOacteur permettant d'acc~l~rer la 
marche vers I'~tat stationnaire ou de stabiliser un fonctionnement naturellement instable. 

On peut par exemple ajuster le d~bit du fluide de refroidissement ext~rieur en fonction de 
la temperature de sortie du r~acteur. Cela permet d'agir sur le coefficient d'~change K qui 
devient K + m. 
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Les conditions de stabilit~ du syst~me lin~aris~ deviennent donc: 

(40) 
4 ÷Q~ ~ Q , b ~ w l  -- Qz Q~, > 0 

- -  Q.Q  

On constate qu'en faisant m suffisamment grand, il sera toujours possible de stabiliser le point 
de fonctionnement. 

Cependant un tel contrOle est difficile ~ r~aliser pratiquement. On peut aussi obtenir une 
stabilisation, mais seulement dans certaines situations, en utilisant un signal de concentration 
au lieu de la temperature du r~acteur. Le flux thermique avec I'(~changeur devient alors une 
fonction Q(T, X). 

La lin~arisation nous donne alors : 

(41) 

{ d'x-~/do = - ( t  -*-0.,)'/- 4 + a,a~z 
d'x,_lae = - 

o~J I~ caract~rise I'influence de la concentration sur Q, suppos~e lin~aire. Les conditions de 
stabilit~ deviennent : 

(42) 

On volt que le contr61e n'agit que sur la deuxi~me condition, c'est ~, dire sur P. On ne pourra 
stabiliser que des points pour lesquels la premiere condition est v~rifi~e. 

Les figures suivantes (Fig. 9) montrent les r~sultats, obtenus num~riquement pour le 
syst~me non lin~aris~, avec des valeurs croissantes de ~ pour le dernier r~acteur cite. On 
observe la stabilisation de S 2 et, pour des valeurs interm~diaires de i ~, I'apparition de cycles 
limites. 
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Figure 9- Stabilisation du point de fonctionnement S~ et ~volution du cycle limite 
pour des valeurs croissantes du param~tre de contr61e p. (d'apr~s R. Aris) 

3. DISTRIBUTION DES TEMPS DE SEJOUR [1 9] 

Dans ]e cas de r~acteurs r~els on peut avoir recours ~. I'~quation de bilan probabiliste du 
chapitre 3. 

Pour un r~acteur de volume .,,,t- constant, de d~bits volume d'entr~e et de sortie (~e et (~s, 

cette ~quation devient • 

(43) 

o~ ~ est la fonction de distribution de I'espace des phases • 

(44) ~ = ~ (~, ~, ~) 
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les rnoyennes ~, ~e et ~s 6tant d6finies par : 

(45)  - Q+ ' 

A e et A s ~tant les sections d'entr6e et de sortie du r~acteur. 

Divers modules ont ~t~ ~labor~s ~. partir d'un choix de param6tres ; i  et de la donn~e des w i 
correspondants ainsi que de la production moyenne G. 

Sur le plan experimental, on a recours aux notions d'~.ge et de temps de s6jour des 
mol6cules dans le r~acteur. Pour cela on n~glige I'action des r~actions chimiques sur 
1'6coulement et on utilise un fluide neutre pour caract~riser celui-ci. On d~finit ainsi la 
distribution des &ges ~ telle que I(~) d~z soit la fraction des molecules dans le r~acteur dont 
I'&ge est compris entre <z et <z + d~z. La distribution des temps de s6jour t s, soit E(ts), est telle 
que E(ts)dt s repr~sente la fraction du d~bit de sortie des mol6cules ayant s~journ6 dans le 
r~acteur durant un temps compris entre t se t  t s + dt s. 

La distribution des temps de s~jour peut ~tre d~termin6e exp~rimentalement ~. I'aide d'un 
traceur dont on mesurera la concentration ou le d~bit darts la section de sortie A s. Si une 
impulsion de traceur (en pic de Dirac) est introduite ~, I'instant t = 0 dans la section d'entr~e, 
C(x s, ts) ~tant la concentration de traceur dans le plan de sortie, on aura : 

(46) 

oo 

Le temps de passage ,~ est ~gal au temps de s~jour moyen : 

oO 
I '  

(47)  Z: = T~ = ~ o  Es E(E~) ot t~ 

Donnons trois exemples darts le cas de r~acteurs bien d6termin~s. 

Rdacteur homog~ne ~ mdlange parfait en regime stationnaire : 

En absence de r6action, on a : 

(48)  ot C , /dE  = (. Ce-C ) / "Z"  

pour t > 0, "~ 6tant le temps de passage ~gal & .t/,-/~1. Compte-tenu que C e = Ce,~(t ) la solution 
devient : 
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(49) C = Co e. -~ / ' c  , £ >  o ,, 

on a done : 

(50) 

de sorte que • 

~ c ~da  = co e - t /~ : f~o la  = c. ~i e~~:/z: 

(5t) 
-~s/-c /~_t~/z" 

e / e = 
0 

Rdacteur piston : 

C'est un r6acteur tubulaire dans lequel 1'6coulement s'effectue par tranches planes dans 
lesquelles les param~)tres sont uniformes. Une injection impulsion de colorant ~. I'entrOe, en 
labsence de diffusion, donnera le mOme signal dans la section de sortie, au bout du temps de 
passage t, si bien que : 

(52) F_(~) = S (ts--c) 

Ecoulernent de Poiseuille : 

Le profil des vitesses est donn6 par • 

(53) u. (~_) = 

Le temps de s~jour est donc fonction de r • 

(54) ~ =  ~ l ~ c ~ >  = ~ e / ~ ( r ~ - ~ ' )  , ~ = ~ p / o ~ , ~ e  

Le d6bit entre t s et t s + dt s est" 

(55) u.eO~Tr~_~_ = £tro.,c (~2-,-2)d,-,.. 

et le d6bit total devient par integration entre 0 et R • 

(56) o . n ' o  R ~ / 4  

Ainsi • 
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Comme • 

(58) a ~ s -  ,ae ~,,.d~ ~ [o, R] 
a ( ~ _ , ~ ) ~ -  ' "- 

on trouve donc : 

(59 
E (is) = 0 

~:~ ~_ [ z/p_, ,,,o [ 

avec 

(60)  -E = Es = 9 - ~ e / a  R 2" 

Les solutions de ces trois exemples sont repr~sent~es sur la figure 10. 

F_. (+-s) ' 

.Vc 

% 

\ 
\ 

-¢./£ ~" 

Figure 10 

La plupart du temps, la distribution des temps de s~jour d'un reacteur r~el a plut6t I'allure 
ci-dessous (Fig. 11). 

La distribution des ~.ges et celle des temps de s~jour peuvent ~tre reli~es entre elles au moyen 
de I'~quation de bilan de population. L'~.ge ~ caract~rise alors une particule de fluide, de sorte 
que ~ = c~ et w -- da/dt = 1 en ~coulement stationnaire. On a alors • 
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E (t=,') 

Figure 11 

t $  

(61) , 

Mais la distribution des ~.ges est t!gale ~ ~/N ok N = / ~  dc~ et celle des temps de sOjour est 
donn~e par ~s/N. 

En posant ,~ = '~/CIs et pour un fluide incompressible on obtient donc • 

(62)  ol I ( ~ z ) / d ~ '  + E ( ~ z ) / ~ ;  = 0 

Par exemple, avec un m~lange parfait, on trouve • 
- ~ / c  

(63)  I ( ~ )  = E ( ' ~ ) =  e.  / " c  

Dans le cas gi!ni!ral • 

(64) "c l(t) = ,I -/re(t,) a %5 
0 

L'interpr~tation de cette relation est aisle si I'on imagine une injection de colorant, dans 
le fluide incompressible, en ~chelon unit~. Par integration, on a • 

(65) 
0 

f 

o~J J~, E(ts) dt s repr~sente la fraction du d~bit de sortie plus vieille que t', doric incolore. II 

s'agit doric d'un bilan au temps t > 0 : la quantitY-de fluide colorO existant dans le r~acteur ~l 
I'instant t est ~gale ~. la quantit~ de fluide incolore qui en est sortie depuis le d~but de 
I'injection (t = 0). 
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La distribution des temps de s~jour caract~rise le macrom~lange, c'est-b.-dire le 
d~placement des particules de fluide les unes par rapport aux autres. 

Le microm~lange est, lui, relatif aux interactions et ~changes du contenu des agr~gats avec 
leur environnement. Le microm~lange d~pend fortement de I'dtat de la turbulence b. petite 
~chelle. Son ~tude est doric complexe. Les spdcialistes du g~nie chimique ont mis au point des 
modules avec une approche diff~rente de celle des m~caniciens des fluides. 

Darts leur module IEM (Interaction, (~change avec la 
concentration C d'un agr~gat chimique v~rifie une ~quation ' 

(66) dC/olo~ = ~ (C-C. )÷  CCC) 

o~J h est une fr~uence d'~change et C la concentration moyenne • 
o~, 

(67) C- = f I (,z) C(oe) d~  
o 

Le taux de production moyen C est ~gal ~ • 

o 

moyenne) par exemple, la 

On obtient alors une ~quation int~grodiff~rentielle • 

@ 

h--(c) 

qui n~cessite, pour ~tre r~solue, la connaissance de la densit~ de probabilit~ initiale de 
concentration. 

4 .  O N D E  D E  D E F L A G R A T I O N  [ 1 4 ] 

Nous ~tudions ici la propagation unidimensionnelle d'une flamme plane de pr~m~lange. Au 
pr~alable nous ~tablissons une forme simplifi~e des 6quations du bilan de I'~coulement 
(approximation de Shvab-Zeldovich), valable darts le cadre des hypotheses suivantes • 

- ~coulement stationnaire dans un r~f~rentiel convenablement choisi, 
- absence de diffusion thermique • DT, j = O, 
- forces ext~rieures fj n~gligeables, 

- viscosit~ n~gligeable, 
- pression statique constante en premiere approximation, 
- Ioi de Fourier pour la conduction thermique, 
- Ioi de Fick pour la diffusion avec un coefficient de diffusion unique pour toutes les 

esp~ces, 
- hombre de Lewis voisin de I'unit~, 
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- une seule r~action chimique, 
m~lange des gaz parfaits. 

La conservation de la masse s'~crit : 

(70) ~ - ( f  ~ )  = 0 

Le bilan des esp~ces chimiques est donn~ par : 

(71) 

Compte-tenu que : 

(72) 

et en posant : 

(73) 

on obtient : 

(74) ~ ' .  ( (~ '~ , (  _ [o~ ~'~)(~')= ~" 

Le bilan de I'~nergie s'~crit ' 

(75) ~7. (x  ° '~ e. + = - ~ ~7.,'U" 

Compte-tenu des hypotheses on obtient • 

(76) ~ ' . ( p ~ . ~ ; ; - k  V T )  = 0 

0 n  a ' 

T 

(77) -gw,~ =(q~)~" ~ITo~,~d' l "  

si bien que • 

(78) 

ou encore' 

71- 

(79) 

= 0  

~o 
= 0  



En remarquant que • 

(80) .7_ ,.,.~. (%. 

et en posant" 

(8~) 

on obtient • 

(82) 
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= -L~ H enthalpie de la r~action, 

T y ,  __  

~o - -  

Par d~rivation de ~T on a '  

(83) 
,I 

avec • 

(84) %~ = ~ y~. cr, ~ 

Finalement • 

(85) 
:T 

dont la forme est identique ~. celle du bilan des esp~ces. Les N + 1 ~quations ainsi obtenues 
peuvent donc ~tre remplac~s par N ~quations sans second membre v~rifi~es par les 
differences (13i -~j ) ou (~i-13T). II reste doric une seule ~quation ayant pour second membre 

4, la plus difficile ~. r~soudre ~tant donn~ le caract~re non lin~aire de cette fonction des 13j et de 

13 T • 

conduit ~. I'~quation finale • 

(871 ~ .  ( r ~ h  - ~' ~,-1 --- ~" 

= O  

L'hypoth~se • 

(86) L_ = ~ , , / '~%~ ~ t 
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Abordons maintenant, dans le cadre de cett e approximation, I'onde de ddflagration 
plane en nous pla(;ant darts un rdf~rentiel lid b. cette onde. Tous les param~tres d~pendent d'une 
seule variable x. II s'agit d'un r~acteur tubulaire aliment~ en gaz frais de telle mani~re que la 
flamme soit fixe, ou encore d'un mdlange frais dans lequel une flamme progresse b partir d'une 
extrOmit~ ouverte otJ a ~t~ effectu~ I'allumage. Notons que le r~gime de d~flagration (p = C te) 
n'est pas le seul possible et que peuvent se produire sous certaines conditions des ondes de 
d~tonation, tr~s rapides, se prdsentant comme des surfaces de discontinuit~ qui ont des 
analogies avec les ondes de choc (Fig. 12). 

gt., 

Figure 12 

Notons r~ le d~bit unitaire : 

(88) ~ =f,,v 

et g la valeur commune des coefficients de transfert : 

(89)  9 = k,/ct'~ = f ' ~  

On introduit la variable de position ~1 telle que : 

(90)  4q)/ '~ = m c~/ /q~ 

Envisageons la r~action chimique d'ordre 2 : 

(91)  A ÷ B  '~ P 

et admettons, pour simplifier, qu'avant la r~action, une mole de A est associde ~ une mole de B : 

(92) ~ = ~ ; = - 1  , ~ - - ~  (,~=o) 

Les ~quations sont alors les suivantes : 

(93)  ~ d'~,l~ ~ -_ _~ ~i~, • 

t-- ~ ~ T ~ ~T,/TI~,~ ~ 
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Eliminons ~ entre les ~quations de 13 A e t  13 B, on obtient une relation lin~aire donnant 

13 A - 13 B en fonction de TI. Si I'on admet que la solution est born~e en x = +oo, (~1 = oo), il en 

rOsulte que : 

( 9 4 1  F,~ = i ~, ,  = - f~ 

Eliminons ~ entre I'~quation en I]A (ou 13B) et celle de I'~nergie, on trouve : 

(95) . ' (~ .O. ) /a~ '=  o 

et une nouvelle relation lin~aire est obtenue : 

(96) ~ +~r  = o. r~ 4- b 

Ona:  

{ ,~=o- f,=~,F,T=o -- .  b=~ . F , -~ .=o .~ .~  

(97) . t = ~ :  i~=o,~f~/a,~=o ~. f~..=o,~+, , , ~ . /@=o .  

En TI = oo, les r~actions sont termin4es et la variation de PT ne peut provenir que des 

~changes avec I'ext~rieur, a 4tant le degr~ d'adiabacit~ du r4acteur. 

Etudions le cas du r~acteur adiabatique : a = 0, on trouve doric : 

II reste ~l r(~soudre une ~quation diff(~rentielle : 

(99) ~ed~.~r/d~_ =_ ~'°6 r~ I~T ~ ~__~T(x['(-( 4__r)2_. 

Soit Tad la temperature de fin de combustion adiabatique : 

(~oo) %d = To ,- .Z- , ~ ( q ~ s / ~ r  

on a approximativement : 

(~o~) I~,- ,,,_ (T-U)I(x;a-To) 

en pmnant une loi du type gaz parfait pour p : 

(~o2) [o= ,.~e/Rr 
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on obtient • 

(103)  n] d 2 

avec • 

(104)  ~o(p.) -- [ To,-p,-(T,.-To)]=(4-p.) e 

L'int~gration de cette ~quation diff~rentielle pr~sente quelques difficult~s sur le plan 
num~rique. On obtient une solution convenable dans le cas d'une zone de r~action mince qui se 
produit en ~l = 1 e ta  pour ~paisseur 2~. On a alors en premiere approximation au voisinage de 
- q = l :  

et, en multipliant par (d PT/d-q) d-q les deux membres • 

(lo8) [ ( aP,/a'~)~/e l::2 - ^  
o 

A apparait comme une valeur propre du probl~me dont la valeur fournit le d~bit r~ du r@gime 
permanent. 

Auxbornesl  + ~ e t l - ~ o n a '  

( 
(107)  1 ~ = . t - ,~  .. o L ~ . / d a ~  = t 

(on se trouve, pour ~1 < 1 - ~ darts une zone non r~active avec d PT/d~ = C te. La constante est 

~gale ~ 1 puisque PT = 0 en ~1 = 0 et PT = 1 en 11 = 1). 

Ainsi • 

(108) A -_. ( 2-/4oo(~.ldp, )-'1 
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L'int~grale se calcule au moyen d'approximations. On obtient pour ~(13T) une expression de la 

forme (1 - 13T)n'113P1, si bien que • 

(109) 
o 

Cette approximation, valable pour T a > 6 Tad, a ~tO faite par Rosen. La th~orie s'applique 
en particulier ~ r~tude des flammes laminaires (Fig. 13). On peut faire un d~veloppement 
similaire, en coordonn~es sph~riques, pour ~tudier la combustion d'une goutte. 

. . . . . . .  

hypoth~se de la flamme mince 

courbe r~elle 

"t 

Figure 13 



CHAPITRE 8 : COUCHE LIMITE 
ET COUCHES FLUIDES 

La prdsence d'obstacles ou de parois est source de phenom~nes de transfert de quantite de 
mouvement, de chaleur ou de masse, qui entrent en jeu en m~me temps que la convection du 
fluide. 

Les processus en question se developpent parfois darts une couche de faible epaisseur, 
devant les dimensions caracteristiques de I'obstacle, appelee couche Iimite. Celle-ci peut 6tre 
de nature laminaire ou turbulente. D'autre part, chaque processus de transfert peut mettre en 
evidence une epaisseur particuliere distincte. Des reactions chimiques peuvent avoir lieu, en 
phase fluide (flamme par exemple) ou ti la paroi (reactions heterog~nes). 

Dans les deux premiers paragraphes nous etudierons des ecoulements laminaires, 
instationnaires ou permanents, pour tesquels existent des solutions exactes aux equations de 
bilan. Puis nous traiterons, dans les paragraphes suivants, de cas o~i des approximations sont 
necessaires. Enfin, nous envisagerons la couche limite turbulente, notamment ~l I'aide de 
I'analyse dimensionnelle. 

Dans certaines situations, on peut admettre que la presence de diffusion ou de reactions 
chimiques ne perturbe pas I'lcoulement visqueux, qui peut donc 6tre determine au prealable 
sans en tenir compte. Cela n'est plus possible dans le probl~me d'Emmons, par exemple, ou un 
fort couplage existe par I'intermediaire d'une paroi sublimable. 

Enfin, nous ne ferons qu'aborder le probl~me de la transition de I'ecoulement laminaire 
vers I'ecoulement turbulent. 

1. COUCHES LIMITES INSTATIONNAIRES [1 1] 

(1) 

1.1 Couche Iimite visqueuse en ~coulement laminaire de fluide 
incompressible 

L'equation de la quantite de mouvement : 

devient, dans le cas d'un fluide incompressible non pesant, & coefficient de viscosite constant : 

(2) ~ ol~'/o[-E 4- ~rcta F = ,~ Aqj" 

Etudions le cas d'un ecoulement plan & trajectoire rectilignes et paralleles suivant la 
direction Ox. Le bilan de masse montre que dans ce cas, la seule composante non nulle de la 
vitesse n'est fonction que de yet  t : 

(3) Ul. = IX-(~.l'E ) s ,O-=~O-=O 
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L'~quation de la quantit(~ de mouvement donne alors : 

I ~ / ~ +  (~ /~3  ~ I ~  = v ~ / ~  

(4) ~ p / ~  = o  , , , = p / p  

II s'en suit que : 

(5) 

oi) C(t) est une fonction arbitraire du temps : 

(6) c ~ )  = tiC/dE 

On obtient : 

(7) ~ = - ~  ( c ~ l ~  ~ ~(~) 
el, en posant U(y, t) = u(y, t) - C(t) 

(8) "~U/~t - ,~ ~ u / ~ =  o 

Limitons-nous ~ la recherche de solutions autosemblables. On (~crit alors : 

(9) ~/= ~ I ~ , u --- -~./) 

L'(~quation aux d(~riv(~es partielles en U devient donc : 

L'int~gration de cette (~quation diff~rentieIIe donne : 

(11)  ~(~)) = A e ~ ( ' r ~ l ~ ) +  B~ 

oO A et B sont des constantes. Le champ des vitesses est donc: 

(12) U(~,F.) =- A erCLf,~//~-'~'~') -F E(.t) ;, IE(E) = ~+C(~:) 

Cette classe de solutions permet de traiter le cas d'un (~coulement initialement au repos dans ie 
demi-plan y > 0 au-dessus d'une plaque infinie plac(~e en y = 0 et mise en mouvement suivant 
Ox avec une vitesse V constante ~ partir de I'instant t = 0. 

Les conditions aux limites : 

(13)  
~ ( ~ , t )  = 0 V t  

~ ( o , t ) = V  , t > 0  
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conduisent immOdiatement & la solution (Fig. 1) : 

( 14 )  

la vitesse u n'a de valeur significative que dans une couche d'~paisseur a, avec : 

(15) ~ = o ( ~ c )  

Plus exactement, en fixant la l imitede la couche ~ 11 = !1o = 0(1) : 

( 1 6 )  ~ - -  .~. ~0'~-'~ 

On constate que : 

- I'dpaisseur de la couche limite crott en ~ ' a v e c  le temps, 
- dbs que t > O, la perturbation due au mouvement de la plaque existe dans tout le 

demi-plan y > O. La propagation est donc instantanOe. En fait il y a propagation non 
instantande, mais ce modOle de fluide incompressible ne permet pas d'en tenir compte. 

- Iorsque ron fait tendre v vers z(~ro ~ y > 0 et t > 0 donn~s, la vitesse u tend ~. s'annuler 
mais la vitesse du fluide reste non nulle et dgale b V en y = O. Alors qu'avec un fluide parfait, 
on aurait trouv~ u = 0 pour y > O, V t. Cette contradiction r~vble un comportement singulier, 
caract~ristique de la couche limite. 

Figure 1 

1.2 Couches l imi tes thermique,  de d i f fus ion  

On a observ~ le m~me ph~nom~ne en presence de conduction thermique dans un milieu au 
repos (chapitre 4). II s'agissait alors d'une couche limite thermique (Fig. 2) d'~paisseur : 

(17) ~ = ~-,~°~ 

De m~,me, un ph~nom~ne de diffusion d'un corps A dans un corps B avec une Ioi de Fick fournira 
une ~paisseur de couche limite 

(16) ~c = z "1' ~ ' ~  
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"1- 

T~ I I t  m 

Figure 2 

,3c 

On peut imaginer une paroi poreuse plane normale ~. x'x au point 0 (Fig. 3). La partie x < 0 
comporte un liquide A de concentration YA = 1 que I'on maintient au cours du temps gr&ce & une 

alimentation addquate. Le corps A diffuse dans la partie x > 0 au repos de telle mam~re que 
YA(0,t) = 1 et YA (0o, t) = 0. La solution obtenue est alors pour x > 0 : 

I 
A I A + B  

P"+ I 
l .... ~ - .  

I I 
I 
I 

Figure 3 

2. ECOULEMENTS STATIONNAIRES D'UN FLUIDE VISQUEUX INCOMPRESSIBLE 
ENTRE DEUX CYLINDRES COAXIAUX [33], [34] 

2.1 Ecoulement laminaire 

Deux cylindres coaxiaux de rayons respectifs R 1 et R 2, R 2 > R 1, sont animus de vitesses 

angulaires de rotation (°1 et °)2, m2 ~ ml" 

' ' jR+. 
', 
I I i..-I 

' , i ,  
I J I ..++. 

Figure 4 

Entre les deux cylindres, de Iongueur infinie (les 
r~sultats restent valables pour les cyl indres 
simplement longs devant R 2 et ~. distance suffisante 

des extrOmit~s), se trouve un fiuide visqueux 
incompressible. 

On admet que v zest nul et on recherche des solutions 

donnant une vitesse radiale v r nulle ~galement. On 

suppose que p. -- cte. 

L'~quation de continuit~ montre alors que la vitesse 
tangentielle v~ est fonction du rayon vecteur r seul. 
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L'~quation de la quantit~ de mouvement donne les relations : 

(20 )  

+ - -  - - = 0  

-~-e ,~ ] 
"a~L 

avec les conditions aux limites : 

(21)  

Nous admettrons de plus que ap/a e = 0. 

La seconde 6quation s'Ocrit : 

(22 )  

La solution est de la forme : 

(23 )  rO e = ArL ÷ B / q -  

Les constantes d'int~gration A et B se calculent & partir des conditions aux limites. 

On obtient finalement : 

(24 )  ~-8 = R~ R ~-~ 
R~ - R~ R, ~ - R, ~ ~- 

Le profil de vitesse obtenu ne d6pend pas du coefficient de viscosit6, ce qui ~tait pr~visible 
puisque I'~quation v6rifi6e par v e est simplement Av e = 0. II y a analogie avec le problOme de 

la conduction thermique stationnaire qui donne AT = 0 et ne fait pas intervenir la conductivit~ 
thermique ~,. 

II n'y a donc pas de couche limite visqueuse laminaire que I'on puisse d6finir directement ~. 
partir du profil des vitesses et de p.. 

Le calcul de la tension de cisaillement donne : 

(25 )  
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c'est-~-dire que tre d~cro'tt en 1/r 2 de r = R 1 ~1 r = R 2. Le cisaillement est donc maximum ~. 

la paroi du cylindre int~rieur. Le vecteur rotation est constant et d'intensitd : 

(26 )  ~ - 

L'ecoulement est irrotationnel si 

R~ - R, ~ 

(27) oj, @ =  ~, r7 

Un tel syst~me permet la mesure du coefficient de viscositd p. ~1 tempdrature donnde. II 
suffit en effet de conna'ffre le couple n~cessaire ~1 ia rotation de run des cylindres et 
d'appliquer la formule donnant t re.  Si C 1 est le couple exerc~ sur le cylindre de rayon R 1 et 

de hauteur h, on obtient, en n~gligeant les effets de bords (R 1 < R 2 << h) : 

(28 )  ,/j. = Ct R i  

2.2 Soufflage et aspiration aux parois 

Le probl~me precedent admet (~galement une solution exacte en presence de soufflage ou 
d'aspiration uniformes aux parois. On suppose toujours p = p(x), v e = v e (r) et v z = 0 mais 

cette fois v r = Vr(r ). 

L'~quation de continuit~ : 

(29 )  ~T~ ~ ~- ~ ~ (e "~ ~") + 2 -  ~ ~--D ( e ~ )  + ~ ' ~  ( ' ~ - ~ ' )  = 0  

donne ici : 

(30 )  

oh Q/2=h est le d~bit volume pour une hauteur h de cylindre poreux. 

Les ~quations de la quantit~ de mouvement s'~crivent : 

2 

(3~) d ~-e/d~ + g % / ~  ,- (~/e'~) ~t>l~O-,, ( a4so,-(21'<§ ~s,l~°-'°ot@) 

Compte-tenu des expressions en coordonn~es cylindriques : 
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(32 )  
' ~ -  z ~-..(" )+c~ ~'-+"-,a: 

et en fonction des hypoth@ses, on obtient : 

(33)  

+ T ~ - v ( " -  ) -  ~ ~ . , r  ~ "% ,"L 

La premiOre Oquation de la quantit~ de mouvement fournit p(r) connaissant v r et ve, La 

seconde, compte-tenu de la conservation du d~bit, nous donne : 

ou encore : 

(35)  

La solution est de la forme : 

,I + Q / v  

r % = A m + ~,/~ 
(36)  

% = A L~ . /~_  + W"- , o./v = -~ 

Les conditions aux limites indiquant que la vitesse v 0 est @gale tl R 10~ 1 sur le cylindre 

int@rieur et & R2¢.o 2 sur le cylindre ext~rieur fournissent la solution (on pose Q/v --- ~) : 

lg.t a)~.) 
ex :/:: - ~- 

R:~ _ R/+~- 
(37 )  

2c0 -# 

Lo~Rz- L~R4 
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On remarque que, en pr(~sence d'un soufflage (c~ > O) ou d'une aspiration ((z < 0), la 
solution d~pend cette fois du coefficient de viscosit(~ par rinterm(~diaire du coefficient c~ : 

( 38 )  d, = O,/'V = , 'z.~,~/V 

qui n'est autre qu'un nombre de Reynolds associ(~ au mouvement radial. 

Le vecteur rotation de I'(~coulement, dirig(~ suivant Oz, a pour composante suivant cet axe : 

(39 )  

~- ~'~ ~ R~'*L R~ "'~ ' ~ - ~  

2 L o }  (R~/R4) 0 
0 

On a donc, quel que soit c( : 

(4o) o ~ )  I ~(R~) = (~- /~i )  TM 

La figure 5 donne I'(~volution de O)(r)/(O(R1) pour diff(~rentes valeurs de (z. 

/ /  
/ / ~=~/~ 

o ,~ ~ / R t  
Figure 5 

L 
f 

Pour (~ > O, I'(~coulement devient de plus en plus rotationnet Iorsque r augmente de R 1 ~. 

R 2. C'est le cas du souffiage. 
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Pour ~ < O, c'est le contraire. L'aspiration tend 8 limiter la zone rotationnelle au voisinage 
du cylindre int~rieur. 

La structure en couche limite apparait Iorsque icq est grand c'est-&-dire Iorsque le 
nombre de Reynolds est grand. 

Dans le cas de I'aspiration par exemple, on pourra d~finir une Opaisseur de couche limite 
au voisinage du cylindre int~rieur en ~crivant : 

(41 )  rL./R~ = -{ ÷ ~S/R.~ 

et : 

(42 )  

L'injection uniforme d'une esp~ce A & travers la paroi du cylindre ext6rieur accompagn6e 
de la r~action : 

A ~ IB 

et de I'aspiration du m~lange par le cylindre int~rieur est dOcrite par I'~quation : 

Le profil des concentrations ne d~pend donc pas du mouvement de rotation des cylindres, 
mais seulement du d~bit d'injection Q. Le r~sultat serait le m~me avec des cylindres 
immobiles. 

2.3 Notions sur I'instabilit~ de Taylor 

~.n I'absence d'aspiration et de soufflage, la solution du paragraphe 2.1 donne : 

(' ,0-,~ = ~ = o 

(44 )  t 
C'est la seule solution possible donnant v = v(r). 

Elle est stable tant que la quantit6 IBl/v est petite. 

Pour une valeur suffisamment importante de IBI/v appara?t I'instabilit~ de Taylor qui fait 
naive une nouvelle solution en rouleaux parallOles. Ces tourbillons de Taylor correspondant ~. 
une solution ~" = ~(r, e, z) ou ~(r, z) deviennent & leur tour instables Iorsque I'on augmente 
encore IBl/v par augmentation de la vitesse relative de rotation des cylindres. On obtient alors 
des tourbilbns ondulants correspondant ~. un r~gime p&iodique en fonction du temps (Fig. 6a et 
6 b). 
L'~tude de ces instabilit6s est complexe. L'on peut envisager des solutions stationnaires tl 
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sym(~trie axiale aux ~quations lin(~ar|s~es en u, v, w, ces quantit(}s (~tant d(~finies comme des 
perturbations de vitesse par rapport ~ r(~coulement de Couette : 

Figure 6 (d'apr(~s D.D. Joseph) 

(45) P=p(~)~-p(',,~) , %=~(,t , ,~) , ~e=,Co(,~)+~,,,~), 

Les @quations du r(~gime stationnaire deviennent apr(~s lin@arisation : 

(46 )  

avec : 

(47 )  

- - ~ ( , [ ~ )  + '~,m- _ 0 

~ '  - v .C(~ I~- £ (A~-  

9.. A ~ =- v J](.,D') 

- ~  ] 

Par (~limination de w e t  de p, on trouve : 

(48) I ~- (A.A~ BI'L~) ~"~-1 ~ ~_r, ,  

,u-~ = ,v,;( ,~ , ~ ) 
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avec les conditions aux limites : 

(49) ~ =  R4~ R~ : U. = ~ u . / } ' t . = r O - - - O  

On cherche alors des solutions du type : 
A 

,a. c",-,')) = u C',-) cos ~ ~r 
,,,'k ( 5o )  ~ ( ' ~ , 3 )  = ~ ( ' ~ )  ~ s  ~ 5  

Le systeme precedent devient : 

(51) t '# L~(&) = ~- ( A  + I~ ' /~)  ~ 
v L(,G-) = £. A~.  

avec : 

et 

(53) ~ = d~./4' t . .  = ,u"" = 0 , r = R,, R= 

Lorsque les rayons R 1 et R 2 sont voisins, on peut poser avec Chandrasekhar : 

(54) 4 = R2.-Rt , ~'= (re---R4}/4 ~ "~= o / a  ~, c,(=Ja-4 ;, 

et : " 

(55) T =-4Aua,~d~/O 9" , & = "e.d~°3, e2 CI /v  

On obtient : 

(56) C:DLo.") ,t,- = 0 

0 = ' ] 3 3  =~.T = 0  pour ~ = o s  4 

La solution de ce syst~me peut ~tre trouv~e en exprimant ~ sous la forme : 

(57) ~- = ~ C m sin "11"m~" 
m = t  

Apr~s un calcul assez complexe et moyennant une approximation, on trouve que les premiers 
rouleaux de Taylor apparaissent d~s que T d~passe la valeur critique : 

(58) T ,  = ~ , 3 0 / ( ~ + # )  
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obtenue pour a = 3,12. 

La difficultO de la r~solution tient en particulier au fait que la premiere ~quation du syst~me 
comporte le terme 1 + ¢zt~. Serrin trouve une solution peu diff~rente en rempla(;ant ce terme 
par (p.+1)/2 (on pose r 2 = R 1R2). 

Le systOme diff~rentiel est alors lin~aire ~ coefficients constants. 

Les solutions du problOme sont ~galement connues pour des rayons R 1 et R 2 tr~s 

cliff,rents. 

Au-dessus de la valeur critique peuvent apparaTtre d'autres instabilit~s comme les 
tourbillons ondulants. Ces derniers ne prOsentent plus la sym~trie axiale et le champ des 
vitesses, ainsi que celui des pressions, d~pendent cette fois de : r, e, z, t. La figure 7 donne, 

2 
R~)/v) les limites de stabilitO dOduites de la th~orie linOarisOe dans le plan ((~1R1)/v, ~2 

ainsi que des points exp~rimentaux. 

Nous limiterons & ce rOsultat I'~tude des ~coulements entre deux cylindres coaxiaux en 
rotation. Diff6rents auteurs ont trait~ ~galement le cas d'un (~coulement axial entre de tels 
cylindres. En prOsence d'un d6bit radial on pout pr~voir ~galement I'existence d'instabilit~s 
donnant naissance & des tourbillons. Contrairement au cas de I'~coulement de Poiseuille ~tudiO 
en 2.2, au-del.~ du seuil de stabilitY, le mouvement de rotation diff~renci~e influe ici sur les 
processus chimiques. 

I~ 2. /~,~ 1 . 1 3 5  

1 I I i I i 
21)01X) 100tX) °32- ~7~/g- 

Figure 7 - R~sultats th~oriques et exp~rimentaux 
(A, o) d'apr~s D.D. JOSEPH 
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Dans les paragraphes suivants, des approximations sont n~cessaires pour d6terminer le 
mouvement avec ou sans r~actions chimiques au voisinage de parois. Nous n'~tudierons plus 
I'apparition des instabilit~s et nous nous limiterons au calcul de la couche limite laminaire, ou 
alors nettement turbulente. 

Notons qu'en ce qui concerne les r~gimes turbulents au voisinage d'une plaque plane, 
certains r~sultats ont Ot~ donnOs au chapitre 6. 

3. COUCHE LIMITE LAMINAIRE INCOMPRESSIBLE STATIONNAIRE AU-DESSUS 
D'UNE PLAQUE PLANE [9], [15],  [35] 

3.1. Etablissement du systbme d'6quations 

Les ~quations de I'~coulement sont les suivantes : 

div ~ ' = 0  

~ - .  ~ . p = ~ . A ~  

Envisageons un ~coulement plan, de vitesse Uoo ~ I'infini amont, ~voluant au-dessus d'une 

plaque plane semi-infinie d'~quation y = 0 pour x > 0 (Fig. 8). 

u.=U~ 

U~ 

u . = 0  

Figure 8 

-,'x. 

On admet la presence d'une couche limite d'~paisseur 8(x ) (c'est un fair d'exp~rience) et I'on 

~tudie ce qui se passe ~ I'int~rieur de cette couche limite, donc pour y = 018(x)]. A I'ext~rieur 

de la couche limite : 

% / ~ ( ~ )  . - ~ , - ~  , u.= U.~ , , ~ = o  

Ce probl~me n'admet pas de solutions par lignes parallOles & Ox. Admettons que dans la couche 
limite, on ait : 

(60 )  ~ - I ~  ~ ~ / " ~  ~:~-- 'I 

-nous verrons plus plus loin ce qu'implique cette hypoth~se quant aux valeurs du nombre de 
Reynolds-et supposons que les d~riv~es premiere et seconde des param~tres soient de I'ordre 
de grandeur des rapports des valeurs concern~es. Ainsi : 
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(61) ~ ' ~ / ~  u/~ ~ , - ~ p / ~ # ~  p/~ , . - -  

Ces hypotheses permettent de n~gliger les termes en a2/ax 2 devant ceux en a2/ay 2. Les 
dquations deviennent donc : 

(62)  

• . ~-I~'~-~ ~ "~ - I~ .  +(~lp) ~ V l ~  = '~~%1~}~ 

Le terme {l/p) ap/ay ~ (p/p)/5 est, d'apr~s la derni~re ~quation, d'ordre 

(u.~',y.. -i- ~ u-iS" ) S/,'X. ,donc <4/~)~f , /~ 'x-  ,-~ (,~/~-)~(' ~,,- v IX/'~ ~) 

est tr~s inf6rieur aux autres termes de la seconde ~quation. Les hypotheses faites am~nent donc 
& n~gliger le gradient de pression ce qui nous conduit au systeme simplifi6 : 

( 3~I~- + -~ , I r / ' ~  ~. = o 

(63)  
~'~ ~/~,~ + ~ - ~ / ~  = ,) ~ % . / ~  

Remarque : 

On (~tablit plus rigoureusement ces ~quations par la m~thode des d~veloppements 
asymptotiques. Rapportons x et y & une Iongueur de r~f6rence L. Les coordonn~es sont donc sans 
dimension. Prenons comme petit paramOtre ~ I'inverse du nombre de Reynolds : 

- t  _4 
(64)  ¢ = Reoo = ( U , , o L / ~ ) )  <4:t 

on aura : 

(65) 

~ = U,,o 

,v- = q, ,  

p = 

y = 
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or3 les fonctions de e : ~i(e), A(e)' d(e) sont inconnues. On impose cependant la condition : 

E. -..-~ o 

Les quant i t ls  u i, v i, Pi et leurs d~r iv les ainsi que x et Y sont suppos~es 0(1). Pour Y ~ oo 

(ou y >> 8) on a u --,- Uoo, donc nous prendrons : 

%~ (e )  = "1 

L'~quation de continuit~ devient : 

On obtient une 6quation non triviale du premier ordre ~ condition de poser : 

(68) 

Ains i :  

( 6 9 )  

, / =  

L'~quation de la quantit~ de mouvement nous donne : 

( 7 0 )  

Les ~quations au premier ordre d6pendent du choix de la fonction d(~) qui caract~rise I'~chelle 
d'observation en y. 

- pour d(~) = 1 : x = 0(1), y = 0(1) 

( 7 1 )  
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On retrouve le fluide parfait. Ce syst~me est valable ~ I'ext6rieur de la couche limite Iorsque y 
et x sont du m6me ordre de grandeur. On salt que la solution est : 

(72 )  { U ~ = 4 ~  ~ r ~ = 0 ~  ~ = ' l  , o u :  

-- pour ~(~) =~1 /2  : x =  0 ( 1 ) , y =  0 (~ l /2 ) ,on  a : 

(73 )  

La derni~re ~quation nous montre que : 

Or, pour y = 0(1) c'est-&-dire Y .-~ oo on salt que p = Pco donc Pl(X) = Cte = 1. Le systOme 

se r~duit donc& : 
O 

(75) 

Ces 6quations sont celles de la couche limite obtenues pr~c~demment et I'~paisseur de cette 
couche limite est : 

(76) ,~ = L ~c,~ = L ~'/~= (v E l  U,o) ~/'~ 

Comme x est suppos~ d'ordre 1, cela signifie que la Iongueur dimensionnelle x correspondante 
est d'ordre L. II s'en suit que I'Opaisseur de la couche limite varie en r6alitO comme : 

(771 = ( ) 

L'hypoth~se ~x << 1 se traduit donc par : 

(78 )  ( 'J/U,,o'x.) = Re~ .<<  "t ou F~e,~ >> ' /  
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et n'est valable que pour des nombres de Reynolds assez grands. 

3.2. Solutions 

O n a :  

( 7 9 )  

auto-semblables 

~ / ~ , ~ +  ~- ~ / ~  = v - ~ % / ~ }  ~ 

Les solutions auto-semblables seront telles que : 

(80) ~' /~ "" " ~/%= 

On volt apparaTtre le groupement : 

(8t) ~ =C~ Uool~-) '/~- 

On retrouve I'~paisseur de couche limite stationnaire : 

(82) ~; = (. v * / ( J , ~  ~/~ 

Cherchons une solution du type : 

{83) L~ = ~ ( ~ )  

L'~quation de continuit~ permet d'Jntroduire la fonctJon de courant ~' telle que : 

{84) 4 =  ~ / / - ~  , , ~ - = - ~ / ~  

Ainsi : o~/ay = u0]). En prenant comme nouvelles variables x et T i on obtient : ~ = ~(x, 1]) et : 

ou encore, par integration : 

(86) ~ = (,,~lU~)).(~)d~ • c~.) 

Posons u('q) = U~ f'('q), ol3 f'('q) est la d~riv~e d'une fonction inconnue f(l]) d0finie ~. une 

constante pr~s. On trouve : 

:87) ~, :~,.~)= (u.. v~_)~/'f(~)) • c<~} 
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La composante v de la vitesse devient : 

(88) ~,= ~ ~.~ ~/~)~/~( ~ fl~)-  ~ ) ) / ~  

La condition ~. la paroi est : 

( 8 9 )  ~'co) = o , ~r~. 0 

On en d~duit : 

(90 )  

et 

(91 )  
4l 

La d~finition de f('q) permet de choisir la constante f(0) de fagon & faire disparaitre C(x). II 
suffit de prendre f(0) = 0. Donc : 

En reportant dans I'~quation de la quantit~ de mouvement on obtient I'~quation classique de 
Blasius : 

(93) 

avec : 

(94) ~ / - -  ~ 

La figure 9 donne les solutions obtenues pour les composantes du vecteur vitesse. 

Usuellement, on choisit plutOt : 

(95) "t = ~ ( ~ , / ~ _ ) , / ~  

de sorte que I'~quation de Biasius devient : 
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avec: 

(97)  

On a aussi : 

(98) , ,_=  

U 

. . . . .  ~ V - 7  

1,0 

0,~ 

0,6 

0,4 

0,2 

0 
0 

/ /  .................... 

/ 
/ .  

/ 
J / 

; j 

/ /  
/ /  

/ 

1 6 

Figure 9 (d'apr~s E.A. Brun) 

3.3. Souff lage et aspirat ion • la paroi [35],  [36], [37] 

Les solutions pr~c~dentes de I'Oquation de Blasius permettent de d~crire ~galement le cas 
d'un soufflage ou d'une aspiration de fluide 8 travers une plaque poreuse. II s'agit cependant de 
(as particuliers. En effet, il suffit de choisir f(O) # 0 pour que la composante normale de la 
vitesse ~ la paroi ne soit plus nulle. 

Les autres conditions f'(O) = 0 (vitesse tangentielle nulle) et f,(o~) = 1 restent vraies 
par ailleurs. Le d~bit de soufflage sera ~. la paroi : 

(99)  ~ = ( l°~) 'P = - ( O~ U~ /2  %)'e/9":~(o) 



169 

II s'agira d'un soufflage pour f(O) < 0 et d'une aspiration dans le cas contraire. Mais ce 
r~sultat est limit~ aux cas o~J le ddbit injectd ou aspir~ varie en x -1/2, ce qui limite le champ 
d'application. L'hypoth~se de similitude n'est pas vOrifide en particulier Iors de I'injection 
uniforme. 

Pour ~tudier le cas gdn~ral on peut (Libby et Chen, Sparrow, Quack et Boerner) prendre 
F, = vx et 11 comme variables dont d~pend la vitesse u : 

(lOO) "v - , .~ )=  u ,  ~ ' ( ~ , ~ ) :  u.~ ~.~/~ 

en gardant les m~mes notations pour les dOriv~es successives de f, par rapport ~ ~1 qui 
deviennent ici des d~riv~es partielles. 

L'~quation de Blasius est alors remplac~e par : 

~101~ ~', ~ ~"= ~ ~ ( ~' W~'~s- ~"~/~ ) 

avec les conditions aux limites : 

(lO2) 
=0 , ~,=o) 4 

En posant : 

(1 o3) X = C ~ ~,)'/~ , ~ = -~.~/~X 

on obtient, en n~gligeant les termes en aG/~ : 

(104)  
*G* ,r. G" Q,G" .~"G = ~( ~ -~G) 

avec: 

(lO5) 
GCx, o) ~/~ , ~ 'Cx ,o )=o  , G'C~,)= o 

Le syst~.me est r(~solu num~riquement. C'est le modOle & deux ~quations. 

Si I'on effectue une nouvelle d~rivation, on pout alors introduire une nouvelle fonction H 
et U s'ajoute une ~quation diffOrentielle suppl~mentaire ainsi que les conditions aux limites 
correspondantes pour H. 
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On n~glige dans ce cas un terme en ;C(a2/~2)(f'G ' - f"G) et on doit int~grer un syst~me de 
trois (~quations diff~rentielles ordinaires. C'est le modOle tt trois ~quations. 

Le calcul prouve que les rOsultats sont de plus en plus precis si I'on augmente le nombre 
d'~quations du module. On est en effet conduit ~. n~gliger des termes qui sont de plus en plus 
petits. Les r~sultats sont dOj~ excellents avec le module ~. deux ou trois ~quations (Fig. 10). 

Notons que, darts le cas d'une aspiration, il existe une solution exacte aux ~quations de la 
couche limite si raspiration est uniforme (Schlichting). Soit Vp < 0, la vitesse d'aspiration 

uniforme. Supposons que u et v soient indOpendants de I'abscisse x. On obtient ~. partir de 
I'~quation de continuitO : 

( 106 )  ~u./~,~ ~- '~,~-/a,~ =o 

le rOsultat : 

(107)  ,~= ~p  = c t~. 

L'Oquation de la quantit~ de mouvement : 

(108)  ~ ~ 1 ~ , ~ +  ,~ ~ . / ' ~  ~ = ,, "~%/'~ ~' 

devient : 

(109)  a %  / a ~.~- - ( ~ p / o )  a , ~ l a ~  = o 

et n'admet de solution valable que si Vp < 0. On obtient : 

(110)  ~ = u,, (~  - e ~ ' ~ / ' )  

U~paisseur de la couche limite est alors constante et ~gale ~. : 

(111)  ~ = v/,u-~, 

La solution, valable pour une plaque plane infinie n'est qu'asymptotiquement convenable dans 
le cas d'une plaque semi-infinie (x > 0) ou de Iongueur finie. 
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I~00F.LF.. /~ O~F. F.:¢ 

( S t M I ~ t T U 1 0 ~  ) 

H0'DI.L¢ ^ Trots KGU~"~O~$ 

F*T H[TKC)DE,. ~GS ~tFFF.R,F_N¢.F_~ 
FIN4 F..$ 

= - 

o A o,~ o,~ o,$ o,5" o~6 

Fig. 10 - Evolution de f"(y., 0) en fonction de f(~, 0) dans 
le cas d'un souffiage uniforme & la paroi, ou encore : tension 

de frottement ~ la paroi en fonction du ddbit unitaire d'injection 

4. COUCHES LIMITES LAMINAIRES STATIONNAIRES AVEC REACTIONS CHIMIQUES 
AU-DESSUS D'UNE PLAQUE PLANE 

4.1. Couches l imi tes avec d i f fus ion  [ 2 4 ]  

Admettons que la diffusion ne modifie pas le profil des vitesses de I'~coulement. Si celui-ci 
est un profil de Blasius, on a : 

( 112 )  

= ' I  



172 

--Supposons dans un premier temps que la diffusion ait lieu trOs pros de la paroi et que 
I'~paisseur de la couche limite de diffusion soit a c << 8. Dans cette zone, on aura : 

(113) U. =( , ]~  ,1~ 1~0} 

L'Oquation du bilan des espOces s'~crira : 

(114) ~ "~y/~.,- ,~'~y/~,~-,,g ' ~ Y / - ~ =  o 

dans le cas d'une Ioi de Fick avec un seul coefficient de diffusion et en n~gligeant 
~)2~'/~x2 = O(1/x 2) devant ~2~'/ay2 = o(1/6c2 ). 

Le premier et le dernier terme seront d'un ordre de grandeur ~quivalent, si bien que : 

(115)  

ou encore : 

~ / ~  ~ b / ~  

(116)  CI,~ ~ ~o} 

Puisque ron a : 

(117)  

(s,/,~) ( u.,/~ ,, ~_)"% ~/s~-  

on en d~duit : 

(118) sc/~ 

le nombre de Schmidt ~tant ~gal & : 

£ .... (~-,,,~/u,~) n~ 

, - ,  (# / , , , , [co) )  = 0 ( %  

s t=  ~ / ¢ ~  

On voit que ce cas correspond ~ Sc >> 1. 

Supposons la presence d'une r~action chimique : 

A ,~ B 

trOs rapide, correspondant ~. une catalyse ~. la paroi. On a en y = 0 01 = O) : 

(119)  YA = 0 , ' y ' s=4  

e ten y = ~  ('q = ~ )  : 
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(120) y~= t  , y~=0  

Au voisinage de la paroi, y = 0(8c) et : 

(1 21 ) 4/¢ 

Soit YB = Y(tl). On obtient : 

La solution de cette ~quation est : 

(123)  ,,/ = 

avec : 

4_ -r(~)/z(,~) 

(124)  
- 

On retrouve bien entendu I'ordre de grandeur de I'~paisseur de la couche 
concentrations : ~c/8 = 0 (Sc'1/3). 

limite des 

-Supposons maintenant que le nombre de Schmidt soit petit. Le ph~nomene de diffusion a lieu 
dans une couche d'~paisseur 5c >> 8 et les concentrations varient tres peu dans la couche limite 

visqueuse, de sorte que I'on a presque partout u ~ U=,. L'~quation de diffusion devient : 

(125)  u, ~ ' / ' ~  - ~) ~ ' y / - ~ = o  

et I'~paisseur 6c est donc telle que : 

(126) u~/~ ~ ~ / ~  

ce qui donne : 

~.~/~ ~ I~  
(127)  co,/~o ,~ ( , ~ / 2 ~ )  .,_ 0( 'Sc , 5 c L < t  
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Dans le cas de la rOaction ~tudi~e plus haut on obtient alors la solution : 

,,,= - e , ' f  

- Enfin, si le nombre de Schmidt est dgal ~ I'unitd, on a : 

(1 29)  
~ y , ~  ~-"~ ,~ 

, ,  + 

puisque ~ = v 

Les ~paisseurs des couches limites visqueuses et de diffusion sont les m~mes et dans le cas 
particulier de la r~action rapide b la paroi on trouve donc la solution autosemblable : 

oO f(~l) vdrifie I'~quation de Blasius avec f'(o) = f(o) = O, f'(oo) = 1. 

- Si Sc est de I'ordre de grandeur de I'unitd dans &tre exactement #gal ~ I, on ne trouve pas 
aussi facilement la solution. II faut alors r6soudre I'~quation de la diffusion connaissant le 
profil des vitesses. 

Enfin nous n'avons envisag~ ici, tz titre d'exemple, que des situations o~J la diffusion 
contr61e le processus chimique. En r~alit~, il y a bien souvent interaction entre la diffusion, la 
cin~tique chimique et le transfet thermique. L'exemple suivant illustre de relies interactions. 

4.2 Le probl6me d'Emmons [1 4] 

Une plaque plane ablative se sublime avec une chaleur AL dans un courant gazeux de 
comburant, La plaque combustible a une masse volumique Ps et lib~re par sublimation le gaz H. 

Au contact du comburant 0 a lieu la r~action chimique exothermique H + 0 ~ P, la chaleur 
raise en jeu dans les conditions standard ~tant : 

Le phenom~ne comporte la conduction thermique ainsi que la diffusion des espOces en 
presence et la viscositY. On admet que le grandient de pression est negligeable et que 
I'approximation de Schvab-Zeldovich peut Otre appliqu~e. L'Ocoulement est bidimensionnel 
plan et stationnaire. On demontre ais~ment que les termes en ~2/8x2 sont negligeables devant 
les termes en ~2/8y2 du fait de la faible #paisseur de la couche : ~(x) << x pour x 
suffisamment grand (on se situe suffisamment loin du bord d'attaque, I'~coulement restant 
cependant laminaire). 
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Les ~quations sont les suivantes (Le = 1) : 

(132) + Ce++ = 

e ~, -+P,,/+'~ +- e ~ ~4~ - O / ~ + ) ( ~ X l ~ ) ~  ~ / ~ }  = 

Les conditions ~ la paroi sent obtenues ~ I'aide de I'~quation de bilan ~ la discontinuit~ 
(chap. 3, § 9) : 

(133) [~F + e f ( ~ - ~ ) ~  "~ = o  

appliqu~e t= la masse, ~ la quantit~ de mouvement, aux esp~ces chimiques (il n'y a pas de 
r~action de surface) et & I'~nergie totale. On trouve : 

(p+).p = ~,,+<,+ (v a vitesse d'ablation) 

"cz~ -_. ()u. % u./'b ~ ~o (tension de frottement inconnue 
(134) 

_ (e ,~ 'b~ ' /~ )p+  (eq.r)1, ~.p= (~s~- ¢ ~a~; (s, phase solide) 

Le milieux gazeux est compressible. Cette difficult6 est lev+e facilement en effectuant le 
changement de variables de Howarth : 

, ce qui donne d~ = pit dx si I'on suppose que la quantit6 pit ne d6pend 

soit +1 ¢ = (+f~c+t+/a~)a~) a,~ <- toad. 

(135) ~ -_=jr(,],. d~: 

que de I'abscisse x, 

(136) ~ = o . ~ o L ~  

On pose enfin : 

(137) ~ = c+/f],+> C e + + ~-~ {+t~/++'~) d,.+ ) 

Les ~quations r~sultantes sont alors : 



( 138 )  

avec, t~ la paroi : 

( 139 )  
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~ / ~  +-~3/~<;  = o , Jhv= ~ d ~ ' _ 3 d l  ~ 

u-~u/~: +3 ~a/ 'a~-~u/"~'= o 

.f 

~ ~p, l~  + 3 "~P"I ~ -(~h~ ) C ~'~)~l~ ~ ) =~ l f~  

A I'infini (~ = ~) on a : 

p .~. ~ 6 L / A H  = 0 

(14o) ,,=u• , ~ , = o ,  ~ , . p 0 . , ,  b=p, . .  

Le systOme de deux ~quations en u et g est identique ~ celui de la couche limite 
incompressible et admet des solutions autosemblables. L'~paisseur de cette couche limite est, 
suivant la direction ~ : 

( 141 )  ~ ( ~ )  = (g /U~)  "If" 

et ron pose : 

I1421 'I = ~ ( v~/~ "~ )~ 
La vitesse a pour composantes : 
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et la fonction de courant devient : 

(144) gr ) -- ~ , ~ U ~  f(""~) 

Les conditions ~l la paroi donnent : 

(145)  

On constate que la vitesse d'ablation est en ~-1/2. La valeur de f(0) sera d~termin@e par 
les autres conditions portant sur ~j et !3 T. D'autre part, on a : 

(146)  (~')  =-4-, , o) =-0 

Lorsque les nombres de Schmidt et de Prandtl sont tous deux ~gaux ~ I'unit6. les 
param~tres (!3j - fiT) v6rifient la m@me ~quation que u. Une solution particuli~re du probl~me 

est la relation lintlaire de Crocco : 

(147)  I ~ r -  ~o -- 

C'est la solution (unique) du probl@me. 

A la paroi, on a : 

~"-~, -~-e - ¢~0,,0 

U~ 

(148)  

donc: 

(149)  

La relation de Crocco donne d'autre part : 

(150)  ( 'a~ "r I~,~ ),:> = ( 6,-.0 - ~ - , . -  to . .  ) -tool 

car i~op = 0 si l'on suppose que tout le comburant est consomme dans la flamme. 

Posons : 
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( 1 5 1 )  B = ( ~++.0 _ l + , p _ ~ 0 . , )  ZXH/~L+ 

param(~tre de Spalding. Les trois conditions aux limites : 

(152) +~ol = o , + ; . . ) :  I , f++> = _  + p ~ >  

permettent de r+soudre I'+quation de Blasius f"' + ff"= O. 

-f(o) 
0,8 

o~6 

o,~ 

o~.. 

I .>  
o,t 4 4o B 

Figure 11 

La donn6e de B fournit f(O~ (Fig. 11) donc la vitesse de r~gression du combustible : 

4/2 
(153)  ~ = _ C u . , /2  ~ ) fco)(¢~), , / (~.  

oO PH = Ps 
plaque : 

est la masse volumique du combustible solide, la tension de frottement sur la 

(154) -c,~,~= u~(u+/~]  t-(o;(f'.,")P 

et le gradient de temperature ~ la paroi : 

i1551 (a~+ldl),  = -~o /AL/~ .  

Ces r~sultats sont ind~pendants de la cin~tique chimique et de la position de la flamme, 
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Si la flamme est suppos6e mince, le taux de production chimique ~ est nul en dehors de la 
valeur ~F (qui foumit une parabole r, 2 =-qF 2 2P.JU==) oO le rapport stoechiom6trique est 

m s = (YH/Yo)F. On a ainsi : 

(156 )  

Vo:  ,/o. ( f '<~ l , ) - fT ,~) ) / l ' f {~ , ) -4 )  , ,~>.l,- 

La valeur de ~F est d6termin6e par 1'6quation YHF = ms YOF, soit : 

Le profil des concentrations el celui des temp6ratures s'en d6duisent. Le coefficient de 
frottement local est : 

i158) ¢,= z-,,~l(eUJi,t)=(2j~l~u., ) ~(o) =(t./~')f,~-~/f~u., 

U~ > 

0 P 

Figure 12 

5. LE DISQUE TOURNANT [24], [38] 

Ce probl~me pr6sente un int6r6t dans le domaine de 1'61ectrolyse o0 r61ectrode tournante 
est d'un emploi frt!quent. 
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5.1. Couche limite visqueuse en r6gime laminaire 

Etudions le profil des vitesses stationnaires darts un liquide, au-dessus d'un disque en 
rotation autour de I'axe Oz. En admettant la sym~trie axiale, les composantes u, v, w du 
vecteur vitesse en coordonn~es cylindriques v~rifient : 

( 159 )  
~L ~.lJ-__ 4- ttq.~__ ~ ax) -~ ¢a.'lY- -- v 

t~ ¢a~O _ + ,~..tYea'~ 4 ~ + 

et les conditions aux limites : 

(1 60) l u. =- ~ F  = 0 , a)- = ,t...-Q. en ~ = 0  

i t,t = ~ = 0 en ">~ = eO 

Nous admettrons un disque infini, mais les r~sultats seront valables pour un disque de 
diam~tre fini car on peut g~n~ralement nagliger les effets de bord dans la plus grande partie de 
I'acoulement. 

L'~paisseur de la couche limite s'~value comme prOc~demment. Localement la force 
centrifugre est prD 2 8dr ds. La force de frottement a les composantes (Fig. 13) : 

( 161 )  { 

On a ainsi : 

( 162 )  

"~'~., sin 0 ~ o l . 8  = t ~ -  .0..~ eI~L d--'3 (suivant r) et 

"6",to cosO d~.d;b = ~ n. -0_ cl~olS 

Si I'on admet que la direction de glissement, pros de la paroi, est ind~pendante de r, on obtient : 

(1 63) ~" "='-- ~('~-Q- 

On introduira donc la variable t~ = z/a = ~ z. 
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.O. 

Figure 13 

Introduisons les fonctions de Von Karman (1921) pour d~crire les champs de vitesse et de 
i I 

pression : 

~( ,~ ,~ )=  n _ Q F ( ¢ ' )  , '~C,-,~')= ~__O. G(z : )  
(164)  

On d~duit la suite d'~quations et de conditions aux limites : 

H~÷,P_. F = 0 
F// - HF'_ F ~ ÷ G~=O 

(165 )  G y - FIG - / _  & F G  = O 

H d - N I 4  J 4- ~/=0 

F<o) = H (o~ = F(o~) = G-(~o) = O 
On d~duit aussi : 

(166)  1"~(~) = ]D o ~ ~ ' / . , e _  H / 

et apr~s ~limination de F entre les ~quations restantes : 

, GCo) = i 

t G "/~ HG/~  H/G =O 
(1 67) Hfl!-- ~ H//,F H/'~/~ - 2. G~=O 

H(o) = ~ ( o )  = G C ~ )  = H/(oo) = o ,  c~(o) = ~..  
Posons H(==) -- -c avec c > 0 et introduisons le changement de variable ~. -- e -cr~ (Cochran 
(1934), Benton (1966)). Posons ~galement G(r~) = c 2 g(;k), H(~) = -c + ch(~,). On obtient : 

i 
x %". ~%'- f~'%=o 

(168) 

c ~ ( ~ ) = ~  , % ( o ) : ~ ' u ) =  o ,  ~ ( ~ ) :  
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Les d~veloppements en puissance de ;t, : 

I.=1 ~ "-4 

introduits par Benton ont I'avantage de converger plus rapidement que les d6veloppements 
classiques suivant ~. On trouve des relations de r~currence entre les a i et les bj : 

o,=_o , b,_:  -(b,~+.<+ <~, ) / 8 ,  

( 1 7 0 )  a ,  = ( a, h,<-a,~l=>,)/6, b,=-(~>,b,_~-4<~,~,_)la8, 

II faut alors d~terminer a 1 et b 1 pour satisfaire les condit ions aux limites h(1 ) = 1, 

h'(1) = 0. Les ri!sultats obtenus sont a 1 -- 1,53678, b 1 = 2,36449. La vitesse ~l I'infini est 

calcul~e ti I'aide de c = 0,88447. 

On peut ainsi d6terminer les fonctions F, G, H et P - Poe t  ies d~riv~es F' et G' pour routes 

les valeurs de ~ avec une grande pr6cision en prenant n = 25 (voir tableau et Fig. 14). 

,I 

0,6 

O,~ 

0 

Figure 14 

Les r~sultats sont repr~sent~s sur la figure 15. 



1 8 3  

0 
0 .1  
0 -2  
0 .3  
0 . 4  
0 .5  
0 .6  
0 .7  

0 . 8  
0 . 9  
1 .0  
1.1 
1.2 
1.3 
1 .4  
1.5 
1 .6  
1.7 

1 .8  
1-9 
2 .0  
2 .1  
2 -2  

2 .3  
2 . 4  

2 .5  
2 .6  
2 .7  

2 . 8  
2 . 9  
3 . 0  
3-1 
3 .2  
3-3  
3 .4  
3 .5  
3 .6  
3 .7  
3 . 8  

3 . 9  
4 . 0  
4 .1  
4 . 2  
4 . 3  
4 . 4  

oo 

F 

0 
0 . 0 4 6 2  
0 . 0 8 3 6  
0 . 1 1 3 3  
0 - 1 3 6 4  
0 . 1 5 3 6  
0 . 1 6 6 0  
0 ' 1 7 4 2  
0 . 1 7 8 9  
0"1807  
0 " 1 8 0 2  
0 - 1 7 7 7  
0 - 1 7 3 7  
0 " 1 6 8 6  
0 ' 1 6 2 5  
0 . 1 5 5 9  
0 . 1 4 8 7  
0 . 1 4 1 4  
0 . 1 3 3 8  
0 - 1 2 6 3  
0 " 1 1 8 9  
0 . 1 1 1 5  

0 - 1 0 4 5  
0"0976  
0 " 0 9 1 0  
0 " 0 8 4 8  
6 . 0 7 8 8  

0"0732  
0 " 0 6 7 8  
0"0628  
0 . 0 5 8 1  
0 ' 0 5 3 7  
0 " 0 4 9 6  
0 " 0 4 5 8  
0 " 0 4 2 2  
0 - 0 3 8 9  
0 . 0 3 5 8  
0 . 0 3 3 0  
0 . 0 3 0 4  
0 ' 0 2 7 9  
0 . 0 2 5 7  
0 . 0 2 3 6  
0 . 0 2 1 7  
0 , 0 1 9 9  
0 . 0 1 8 3  

0 

G 

1 , 0 0 0 0  
0 - 9 3 8 6  
0 . 8 7 8 0  
0 - 8 1 9 0  
0 . 7 6 2 1  
0 . 7 0 7 6  

0 ' 6 5 5 7  
0 ' 6 0 6 7  
0 . 5 6 0 5  
0 . 5 1 7 1  

0 ' 4 7 6 6  
0 ' 4 3 8 9  
0*4038  
0 . 3 7 1 2  
0 . 3 4 1 1  
0 . 3 1 3 2  

0 . 2 8 7 5  
0 ' 2 6 3 8  
0 . 2 4 1 9  
0 . 2 2 1 8  

0 . 2 0 3 3  
0 . 1 8 6 4  
0 - 1 7 0 8  
0 - 1 5 6 5  
0 . 1 4 3 3  
0 . 1 3 1 3  
0 . 1 2 0 2  
0 . 1 1 0 1  

0 . 1 0 0 8  
0 . 0 9 2 3  
0 . 0 8 4 5  
0 . 0 7 7 4  
0 . 0 7 0 8  
0 . 0 6 4 9  
0 . 0 5 9 4  
0 . 0 5 4 4  
0 . 0 4 9 8  
0 . 0 4 5 6  
0 . 0 4 1 7  
0 . 0 3 8 2  
0 , 0 3 4 9  
0 . 0 3 2 0  
0 . 0 2 9 3  

0 . 0 2 6 8  
0 - 0 2 4 5  

0 

H 

0 
- - 0 . 0 0 4 8  

- 0 . 0 1 7 9  
- 0 . 0 3 7 7  
- 0 . 0 6 2 8  
- - 0 . 0 9 1 9  

- - 0 . 1 2 3 9  
- - 0 - 1 5 8 0  
- -  0 - 1 9 3 4  
- - 0 . 2 2 9 4  
- -  0 . 2 6 5 5  
- -  0 . 3 0 1 3  
- -  0 . 3 3 6 5  
--  0 . 3 7 0 7  
- 0 . 4 0 3 8  
- 0 . 4 3 5 7  
- - 0 . 4 6 6 1  
- - 0 . 4 9 5 2  

--  0 . 5 2 2 7  
-- 0 . 5 4 8 7  
-- 0 . 5 7 3 2  
- - 0 . 5 9 6 2  

- -  0 - 6 1 7 8  
- -  0 - 6 3 8 0  

- 0 . 6 5 6 9  
--  0 . 6 7 4 5  
--  0 . 6 9 0 8  
- 0 , 7 0 6 0  
- - 0 . 7 2 0 1  
--  0 . 7 3 3 2  
- 0 - 7 4 5 2  

--  0 . 7 5 6 4  
- - 0 . 7 6 6 8  
- 0 . 7 7 6 3  
--  0 . 7 8 5 1  
--  0 . 7 9 3 2  
--  0 - 8 0 0 7  
- 0 . 8 0 7 5  
- 0 . 8 1 3 9  
- 0 . 8 1 9 7  
- 0 . 8 2 5 1  
- 0 . 8 3 0 0  
- -  0 - 8 3 4 5  
- - 0 - 8 3 8 7  

- - 0 - 8 4 2 5  

- -  0 . 8 8 4 5  

0 - 5 1 0 2  
0 - 4 1 6 3  

0 - 3 3 8 0  
0 . 2 6 2 0  
0 . 1 9 9 9  
0 . 1 4 6 7  
0 . 1 0 1 5  
0 - 0 6 3 5  
0 - 0 3 1 7  
0 - 0 0 5 6  

- - 0 . 0 1 5 7  
- -  0 . 0 3 2 7  
- 0 . 0 4 6 1  
- -  0 . 0 5 6 4  
- 0 . 0 6 4 0  
- 0 . 0 6 9 3  
- 0 - 0 7 2 8  
- 0 . 0 7 4 7  
- 0 . 0 7 5 4  
- 0 . 0 7 5 1  

- 0 . 0 7 3 9  
- 0 . 0 7 2 1  

--0-0698 
- -  0 . 0 6 7 1  
- - 0 . 0 6 4 3  
- -  0 . 0 6 1 2  
- -  0 . 0 5 8 0  
--  0 . 0 5 4 8  
--  0 - 0 5 1 7  
- - 0 . 0 4 8 5  
- - 0 . 0 4 5 5  

- -  0 . 0 4 2 5  
--  0 . 0 3 9 7  
- -  0 . 0 3 6 9  
- -  0 - 0 3 4 3  
- - 0 . 0 3 1 9  
- - 0 . 0 2 9 6  

--  0 . 0 2 7 4  

--  0 " 0 2 5 3  
- -  0 . 0 2 3 4  

- -  0 . 0 2 1 6  
--  0 . 0 2 0 0  

- 0 . 0 1 8 4  
- - 0 - 0 1 7 0  
- - 0 - 0 1 5 6  

0 

- -  0 - 6 1 5 9  

- - 0 " 6 1 1 2  
- -  0 ' 5 9 8 7  
- -  0 ' 5 8 0 3  
--  0 "5577  
- - 0 . 5 3 2 1  

- - 0 " 5 0 4 7  
- -  0 - 4 7 6 4  
- -  0 " 4 4 7 6  
- -  0 . 4 1 9 1  
- -  0 . 3 9 1 1  
- -  0 . 3 6 4 1  
- -  0 - 3 3 8 1  
- - 0 " 3 1 3 3  
- -  0 " 2 8 9 8  
- -  0 ' 2 6 7 7  

- -  0 ' 2 4 7 0  
--  0 " 2 2 7 6  
- -  0 " 2 0 9 5  
- - 0 " 1 9 2 7  
--  0 "1771  
--  0 ' 1 6 2 7  
- - 0 ' 1 4 9 4  
- - 0 . 1 3 7 1  
- - 0 " 1 2 5 8  
- -  0 ' 1 1 5 3  
- -  0 - 1 0 5 7  
- -  0 ' 0 9 6 9  
- -  0 ' 0 8 8 8  
- - 0 , 0 8 1 4  
- - 0 - 0 7 4 5  

- -  0 " 0 6 8 3  
- -  0 . 0 6 2 5  

--  0 ' 0 5 7 3  
- -  0 ' 0 5 2 4  
- - 0 " 0 4 8 0  
- - 0 ' 0 4 4 0  
- -  0 , 0 4 0 3  
- 0 , 0 3 6 9  
- 0 . 0 3 3 7  
- -  0 . 0 3 0 9  
- -  0 . 0 2 8 3  
- - 0 . 0 2 5 9  
- -  0 . 0 2 3 7  

- - 0 - 0 2 1 7  

0 

P - P .  
0 
0 . 0 9 2 5  
0 . 1 6 7 4  
0 . 2 2 7 4  
0 . 2 7 4 7  
0 . 3 1 1 5  
0 . 3 3 9 6  
0 . 3 6 0 8  
0 . 3 7 6 4  
0 . 3 8 7 7  
0 . 3 9 5 5  
0 . 4 0 0 8  
0 . 4 0 4 1  

0 . 4 0 5 9  
0 . 4 0 6 6  
0 . 4 0 6 6  
0 . 4 0 6 1  

0 . 4 0 5 3  
0 . 4 0 4 3  
0 . 4 0 3 1  
0 . 4 0 2 0  

0 . 4 0 0 8  
0 - 3 9 9 8  
0 - 3 9 8 7  
0 . 3 9 7 8  
0 . 3 9 7 0  
0 . 3 9 6 2  

0 - 3 9 5 5  
0 . 3 9 4 9  
0 - 3 9 4 4  

0 . 3 9 3 9  
0 . 3 9 3 5  
0 . 3 9 3 2  
0 . 3 9 2 9  
0 . 3 9 2 6  
0 . 3 9 2 4  
0 . 3 9 2 2  
0 . 3 9 2 1  
0 . 3 9 1 9  
0 . 3 9 1 8  
0 . 3 9 1 7  
0 . 3 9 1 6  
0 . 3 9 1 5  

0 " 3 9 1 5  
0 - 3 9 1 4  

0 - 3 9 1 1  

j s  

Figure 1 5  - Lignes de courant ( d ' a p r ~ . s  L E V I C H )  

a) Schema darts les plans (r, z) et (r, O) 
b) Traces sur le disque obtenues avec une solution acide 
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5.2  D i f fus ion  au v o i s i n a g e  d 'un  d i s q u e  t o u r n a n t  

Supposons une r~action h(}t~rog@ne & la surface du disque, le liquide (}tant cette fois une 
solution, le solut~ ayant la concentration C (on rappelle que Cj = p Yj /4) .  Aucune r~action 
chimique n'ayant lieu dans le liquide, I'~quation du bilan des esp~ces chimiques se r~duit & : 

(171)  U-"~C-" 4- ,0- ~C  .~ ~ ~C. 

Admettons une sym~trie cylindrique. Soient C,~ la concentration en z = ,~ et C o sa valeur, 
supposee constante et d~terminee par la reaction de surface, en z = 0. Admettons de plus que 
8C/ar soit negligeable et posons : 

(172)  X -  ( C , ~ - C )  / ( C , ~ - C o ' )  

On obtient alors : 

(173)  ~.?(%) a X / 4 " ~  = ' ~  a~X/c~"~  "£ , X ( , ~ ) = O . ,  X ( ' o ) = .  ~ 

La solution est : 

= " 1 -  : z ( ~ )  (1 74) )~ ('~1 = 4 _ 

0 

Etudions le cas o# le nombre de Schmidt Sc est tr#s grand. 

(175)  ~ c  =- . , /L t / tO~)  = V / o ~ ) . . ~ > ' f  

La diffusion n'a lieu que dans une mince couche d'epaisseur 8 c au voisinage du disque : 

(1 76) ~C ~ .<  ~; 

Le calcul des int~grales se fait en remarquant que : 

pours< ~ , 

(177)[pour ~.> ~ , 

Alors : 

(178)  ~- (oo) = ~--__. '~'~° a~(~ t~) d~"  

_ ,,- "~ 5 - o , ~ ; 4 6  zf 

H 'I :) - - 0 , 8 8  

4- - - °  
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La derni~re int6grale est nulle en premiere approximation. La premiOre se calculant 
partir de la s~rie (1) valable pour ~ < ~' est pratiquement ~gale ~. : 

(179)  e . ~ - - )  ° ,I,U[~) ~ "Is, ro'J ~)4/~, ._~..~/.o 

Cette int6grale I (=)a les dimensions d'une Iongueur et est prise comme d~finition de 

r6paisseur de la couche limite des concentrations : 

(180) ~'c = lifo) 

On calcule I(z) pour z < 8, par le mOme proc~d~ (l(z > 8) = I(,~)) 

o ~ ~ "l . ~ / 2  

(181) I(%) ~_ 0 , 6  ~).~/3v.%; f "b~ ~/~- % 

En d~finissant plus pr~cis~ment I'~paisseur de la couche limite visqueuse 8 comme la valeur de 
z pour laquelle G(~) = 0,05, on trouve 8 = 3,6 ~ v/Q et 

(182) ~'~ / ~" = 0,45 %~ t/~ 

<f 
-1 0,; 

%/Sc 
Fig ure 16 

Le flux de solut6 vers le disque est, en z = 0 : 

(183)  
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Si le solutd est consomm~ ~ la surface par une rdaction trOs rapide, on obtient : 

(184)  %~.~ : ~ c , ~ / ~ c  

Si le solut~ est rejet~ par la surface (avec une r~action trOs rapide) on a un autre flux 
limite : 

Enfin, les calculs prOc~dents sont effectu~s pour un disque infini. Pour un disque de rayon 
R, le flux total est : 

(186) ~ = ~- ~ ~ (c,~_Co)/~ 

et le nombre de Nusselt de diffusion (ou nombre de Sherwood) est : 

_ 4 /s  . / z  ('e~ ~ % e2 (187)  N~ c c,<-Co :b 

Le coefficient de convection est ici : 

(188)  c~,¢ f) J , / ( c o ~ - C o )  "IT ~x)~" /(Y'~'~-YA'o) 

On observe qu'une augmentation de la vitesse de rotation D du disque, les autres quantit6s 
restant inchang~es, diminue 8 donc 8 c et fait donc cro'itre les flux de mati~re. 

5.3. D isque tournant  en r6gime turbulent  

La tension de frottement tangentielle est, en r~gime laminaire : 

Pour un disque de rayon R, le moment est : 

R 
/ v~/~_-~.. ~/~ 

(190)  N = ft. G"SO eWrLd% ~ - 0 , 5 " t l -  ~ R 
,3 

et le coefficient de frottement correspondant est : 

(191)  c,~ = - a m / ( p ~  R ~ ~_ 

_ ~/p_ 
~,87 R~ 
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Ce rOsultat est assez bien v~rifi~ pour des nombres de Reynolds infdrieurs 8 3.105. Au-del.~ de 
cette valeur approximative, le r~gime devient turbulent. 

Sur la base des r~sultats exp~rimentaux, Yon Karman (1921) donna, pour des profils de 
vitesse turbulents, les formules suivantes : 

(192)  
t u . = ~ _ _ t " L  ( 9 I S ) ~ / ~ ( ~ - I ~ I ~ > )  

= ~ ._C',. [ ~ - ( ' ~ I S )  ~1~< ] 

o~ ~ est un coefficient constant. L'~paisseur de la couche limite obtenue est : 

¢193) ~ = o, 5 ~ 5  ~. ( , ; /  ~_CL)  ~/~- 

L'Opaisseur de la couche limite turbulente d~pend donc de la distance r ~ I'axe du disque. Le 
coefficient de frottement correspondant est (Fig. 17) : 

(1 94) c_~ = 0~, ,~  G ~ o ~ .  

Landau et Levich, plus r~cemment (1962) ont propos~ un modOle th~orique ~ plusieurs 
couches. La tension de frottement ~tant : 

(195) "%e =(,,,"- + ~'~, ) "~ ~ - / ~ 5  

400 CH 

4 
3 

~; t " ' - ;  " . : ' .  % *  - ° - o  =, . 

%, ° ° . * ,  . , ° .  
%, " % .  ° . 

% \ ,  " , . , 

40 ~ 40 ~ 406 4 0 'z 
Re 

Figure 17 
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Ona:  

- "loin" de la paroi 

- plus prbs du disque 

- tr~s pros de la paroi (sous couche laminaire) 

K u >> p. et K u ~ pz 

K u ~ pz m, avec m = 4 

K u << It, le rOgime est laminaire. 

6. COUCHE LIMITE TURBULENTE ET ANALYSE DIMENSlONNELLE 

6.1. Couche l imi te turbulente au-dessus d'une plaque plane [ 2 0 ]  

Nous ferons I'hypoth~se d'une plaque plane lisse et nous d~terminerons le profil des 
vitesses au voisinage de la paroi au moyen de ranalyse dimensionnelle dans un cas simplifi~. 
Supposons en effet que la vitesse moyenne de I'Ocoulement soit parallOle ~ la plaque en r(~gime 
turbulent. Admettons de plus que la pression soit uniforme, comme dans le cas laminaire. 
Enfin, supposons que la turbulence soit homogOne dans les directions parall~les b. la plaque : 
les correlations ne d~pendent pas de x et z. 

U~quation de continuit~ donne, avec v = w = 0 : 

( 196 )  " ~  / ~ g c  = 0 

UOcoulement moyen Otant bidimensionnel plan, on a donc : 

(1 97) ~. = ~. (,~) 

de sorte que dO/tit est nul. 

On obtient alors, pour la quantit6 de mouvement : 

~- V "~ U./'~e-" ~_ (Pest supposO constant , ( a 

(1 98) -~ 
t 

A la paroi, le vecteur vitesse est nul, donc <'-~'> et'-V 'T sont nuls ainsi que u, ~ ,  v ~ '  et v ~ .  II en 
r6sulte que, en tout point : 

(1 99) 'b"f"---E = "u'-rn~i= O 

La premiOre ~quation de la quantit~ de mouvement donne avec ces hypotheses : 

(200) v ~/~,~-  ~'~= c ':e 

Cette constante a les dimensions du carr6 d'une vitesse que nous appelerons vitesse de 
frottement u., si bien que : 

( 201 )  
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NOUS d~finirons la Iongueur de frottement #. partir de u. et du coefficient de viscositd v : 

( 202 )  ua~- ~ ~ /LL~- 

La solution du probhbme fait intervenir y ,  y. (ou v), u. et ~. Deux groupements I"[ 

interviennent et d'apr~s le thdorOme de Vaschy-Buckingham, on a : 

Tr~.s pros de la paroi, le flux mol~culaire domine devant le flux turbulent de sorte que : 

( 204 )  

On obtient donc : 

( 205 )  

dont la solution est : 

( 206 )  u. = u . .  ~ /  V 

£ 

/ 0 

ou ~ / u , .  = ~ / ~ .  

Dans ce cas simplifi~, la couche limite comprend donc une partie de caractOre laminaire 
d'~paisseur 6 v de I'ordre de grandeur de y.. On pourra poser : 

( 207 )  ~v =- c~v c~. 

o0 o. ves t  ~1 d~terminer exp~rimentalement. Dans cette zone : 

( 2 0 8 )  = 

Plus loin de la paroi les flux turbulents deviennent plus importants que les flux mol~culaires, 
de sorte que : 

t o ~'~'>> e ~ ~ E / ~  ( 209 )  

On obtient alors : 

( 210 )  - L{'~ "~ = v . .  

Dans cette zone, les variations de vitesse ne d~pendent plus de la viscosit~ mol~culaire, 
c'est-~-dire de v (ou de y.). La Ioi 5/u. = ~ (y/y.) dolt ~tre telle que a~/ay ne d(~pende pas 

de y.. 

Ona:  

(211 )  
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La seule solution est : 

1212  / 
o~ k est une constante. Ainsi : 

12131 , ~ / ~  = ~,/-~ 
La solution de cette ~quation est : 

(214) ~ / " *  = (~/~-) Lo 3 (~/~*) ~- c ~e- 

C'est la sous-couche Iogarithmique obtenue pour 

(215) 

avec : 

(216)  

Connaissant ~tpar d~termination exp~rimentale on en d~duit la valeur de la constante en 

fonction de 5'(8 e). 

En posant : _ ~ i~.(~e VU..  ~ 

C~o = ~ '  £ P~ 

on obtient alors : 

On a donc ici un module & deux sous-couches, I'une visqueuse pour 0 < y < 8 v e t  I'autre 

Iogarithmique pour 6{ < y. 

Le coefficient k peut l t re interpret6 ~ I'aide du module de Prandtl de la turbulence. On a en 
effet : 

( 2 1 9 )  

avec : 

(220)  IKu. = p L~ "b ~" , / ' b~ .  

coefficient de viscosit~ turbulente. 

On en df~duit : 
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(22 ) ,.,',,,-' = _ : $ .  

Mais, dans la sous-couche Iogarithmique : 

£ 
(222) ~ ' ~ '  = -  U.~, ~ " b u . / - b ~  = OL, / -~.~.  

il s'en suit @videmment que dans cette zone proche de la paroi, la Iongueur de m~lange de 
Prandtl a pour expression : 

(223)  L~, = ~ '~ 

Ces rdsultats pr~cisent quelque peu ceux du paragraphe 5.3. 

6.2. M6thode des 4~chelles multiples et analyse dimensionnnelle [39] 

La pr~sente m~thode permet de trouver des relations entre nombres sans dimension 
valables aussi bien en r~gime laminaire qu'en r~gime turbulent. Elle concerne des ~coulements 
pouvant presenter des ph~nom~nes de diffusion ou de conduction thermique. Nous 
I'appliquerons au cas d'une couche fluide (Fig. 18). 

Au voisinage d'une paroi on d~finit gdnOralement le coefficient d'dchange thermique c~. 
L'6volution de la tempOrature est limitOe ~. une 

"T'~ couche plus ou moins ~paisse ~. travers laquelle le 
flux de chaleur ~changO entre la paroi, de 
temperature Tp, et I'~coulement non perturb~ de 

temperature Too, a pour expression : 

-rp 
(224)  ct = ~ (,-p- Too ") 

Figure 18 

En tout point de la couche on a d'autre part : 

(225)  el .  " = _ ,~ ~ ' r / ~  

Le nombre de Nusselt est d~fini comme : 

(226)  N• = ~ L / , ~  

En presence du ph~nom~ne de diffusion, si Yp est la concentration de paroi et Y= celle de 

I'Ocoulement principal, I'~change de masse entre la paroi (dO ~ une r~action chimique, ~ une 
dissolution . . . .  ) et I'Ocoulement sera : 

Comme, d'autre part, en tout point de la couche de diffusion : 

( 2 2 8 )  = 
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on d(Hinit le nombre de Sherwood : 

(229)  .S~. = (~ L / ~ )  

Dans les deux cas, Lest une dimension caract~ristique du syst~me. 

On trouve exp~rimentalement des relations entre Nu, Re, Pr et entre S h, Re et Sc, de la 

forme : 

(230)  

oh les constantes A, m et n sont diff~rentes dans les deux relations. La mdthode des ~chelles 
multiples permet ici, grace ~, I'analyse dimensionnelle modifide, de d6terminer des zones de 
valeurs pour m e t  nen  r4gime laminaire et turbulent. 

Nous verrons plus loin qu'elle permet de traiter d'autres probl6mes. 

Dans ranalyse dimensionnelle classique, les trois grandeurs de base universelles ~taient 
la Iongueur, la masse et le temps. Dans I'analyse dimensionnelle par dchelles multiples, nous 
supposerons qu'il existe deux grandeurs de base pour les Iongueurs : L caractOrisant I'~chelie 
macroscopique et ~_ relative aux processus moldculaires. De m6me nous admettrons une 
macro~chelle T et une micro-dchelle t pour le temps. 

Dans un ~change par diffusion (le mOme raisonnement est valable pour le transfert 
thermique) pros d'une paroi, les param6tres sont : 

U=~ vitesse de r~coulement 

D Iongueur caractdristique (diam6tre d'un tube par exemple) 
v, ~ et J3. 

Le tableau des dimensions est le suivant : 

L 
£ 

T 
t 

D U~ v 

1 1 0 
0 0 2 
0 -1 0 
0 0 -1 

0 u 
2 1-u 
0 -v 

-1 v-  1 

oO 13 fait intervenir les quatre ~chelles, mais a la dimension globale d'une vitesse : 

(23t) = 2 e " " / r %  
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En prenant D, U=, et v comme grandeurs de base (il y a ici trois grandeurs de base 

ind~pendantes), on construit les groupements ]-[ suivants : 

(232)  ~" "[T~ = ~ /  

avec la relation : 

(233)  ,'0-,= ~ ~ ) / £  ou 

Le th(~or(~me de Vaschy-Buckingham nous donne : 

(234) = Su (TT ) 

ou encore : 

Admettons une Ioi en puissance pour ¥ : 

On trouve alors, compte-tenu de la relation existant entre u et v : 

(236)  

ou encore : 

( 2 3 n  = A 

En r~gime turbulent, la participation des macroOchelles est la plus forte ; A la limite, 
pour les grands nombres de Reynolds, les micro~chelles n'interviennent plus, ce qui fixe les 
exposants dans I'expression de J] : u = v = 1. 

En r~gime laminaire, la participation des micro~chelles est maximale (les macroOchelles 
interviennent encore), ce qui peut se traduire par : v = O, u = -1 mais aussi par : u = O, 
v = 1/2. 

La r~alit~ n'est pas aussi tranch~e et ron a en fair des zones du plan u, v valables en 
r~gime laminaire et en r~gime turbulent comme I'indique le sch(~ma ci-dessous (Fig. 19). 

L'exposant west, lui, ind~pendant de la nature de r~coulement. On trouve donc : 

u < O , v < O , 5  
0 , 5 < u < 1 ,  0t75 < V f-.'1 

en r~gime laminaire 
en r~gime turbulent 
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Ces r~sultats, et notamment le saut de I'exposant v Iors de la transition du laminaire au 
turbulent sont confirm~s par I'expdrience. 

Quant 8 I'exposant w, il est le mOme en rdgime laminaire et en r~gime turbulent. On montre 
que (1 - w) est (~gal t= 1/3 au voisinage d'une paroi solide et tt 1/2 ;~ I'interface fluide-fluide. 

q . r  

. . ,  

f 
J 

/ 

- i  o,S" "1 4.4. 

Figure 19 

6.3 Dif fusion turbulente et r6action chimique d'ordre un au voisinage d'une 
paroi 

Admettons que le processus de diffusion ait lieu tr~s pros de la paroi, donc que I'~paisseur 
de la couche limite de diffusion soit faible devant la couche limite visqueuse. 

Dans ce cas, on peut admettre que : 

(238)  "~E / ' ~ ,  _ (~.f'b~),, 

La fluctuation de vitesse u' est teIIe que : 

(239)  ~ '  = - e / "-b'~/,'~q# 

O~ I' u est la Iongueur du jet al~atoire associ~e ~ u. Nous admettons que cette Iongueur est 

proportionnelle 8 la distance y & la paroi (voir 6.1.) comme sa moyenne quadratique Lp. Ainsi 
la fluctuation u' est proportionnelle ~. y. 

L'Oquation de la continuit~ nous donne alors v' proportionnel ~ y2. 

Par d~finition, le coefficient de diffusion turbulent K D est ~gal (avec p = cte) & : 

(240) ~ = f ,o-'e~ 
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Admettons ~galement que I' D soit proportionnel ~ y, il s'en suit que : 

(241)  K p / ~  = F__.~) 

est proportionnel & y3, soit : 

(242)  E1D = .6 ~S 
Envisageons alors le cas concret d'une paroi se dissolvant lentement dans un liquide en 

6coulement turbulent dans un tube, en presence d'une rOaction chimique du premier ordre : 

Le ph~nom~ne se produisant au voisinage imm~diat de la paroi, on n~glige tout effet de 
courbure de sorte que le bilan de masse de I'esp~ce A s'~crit : 

(243) 4 , /  ] =  y=o 

Les conditions aux limites sont : 

Y = Y s  e .  (244)  ~ = 0  

L'dvaluation des termes de I'~quation pr6cddente donne : 

( 2 4 , )  :,3 _ 

o0 8 est I'~paisseur de couche limite correspondante, 

(246)  

"- "~%Ys 

Une relation finale lin~aire sera du type : 

(247)  A ~ ) /~e .  ÷ 1~ "~ ~ -__ P~ 

Nous nous proposons de d~terminer A et B e t  de d~duire ainsi une relation valable en 
~coulement laminaire et en ~coulement turbulent. 

Pour "y = 0, la solution de I'~quation de la diffusion est : 

ce qui donne pour I'~paisseur de la couche limite 8 : 



( 249 )  

On a par ailleurs : 

( 250 )  

donc : A = 1. 

196 

, ~ ,~ /%~  -_ -~ 

Appelons ~1 I'~paisseur de la couche limite en I'absence de r~action chimique (k = 0), on a : 
¢, 

( 251 )  o ~ , / ~  4 -I- ~ "~.l = - 0  

ce qui donne B en fonction de 81 , ~  et 1,. 

On obtient finalement : 

(252) (~ I~ ) ° -  ~I~, = ~ ~ /  

Ce r~sultat, valable aussi bien en ~coulement laminaire que turbulent, fournit le rapport 
des 6paisseurs de couche limite avec et sans rdaction chimiqua. 

Si on introduit les coefficients d'6change de masse correspondants 13 et [31, on obtient : 

Cette relation est en bon accord avec la solution exacte de I'~quation diff~rentielle. 

L'~tablissement de relations algObriques lindaires entre les ordres de grandeur des termes 
apparaissant darts les ~quations diff~rentielles, ou aux ddriv~es partielles d'un problbme 
donn~, permet frdquemment de trouver des relations globales tr~s int~ressantes et accessibles 

I'expdrience. Cette m~thode sera d'un grand secours dans I'~tude des Ocoulements turbulents. 



C H A P I T R E  9 - O N D E S  R E A C T I V E S  
ET N O N - R E A C T I V E S  

Les milieux compressibles non rOactifs peuvent Otre le si~,ge de discontinuitOs 
macroscopiques plus ou moins intensives. Ainsi un ~coulement fluide supersonique peut donner 
naissance ~ des ondes de choc qui se traduisent par une augmentation brutale de la pression. 

Dans un m~lange de combustible et de comburant, peuvent se produire des ondes de 
d~tonation qui sont 6galement des ondes de compression. On r6serve le nom d'onde de 
d~flagration aux discontinuit~s chimiques conduisant ~. de faibles diminutions de pression, 
mais ~. des variations importantes de concentration et de temperature. La discussion entre onde 
de dOtonation et onde de d~flagration se fait commod~ment dans le diagramme de Clapeyron au 
moyen de la th~orie de Rankine-Hugoniot. 

D~tonation et d~flagration sont des ph6nom~.nes de combustion ce qui suppose que les 
r~actions chimiques sont exothermiques. Les ondes de d~flagration planes ont ~t~ pr~sent~.es au 
chapitre 7. D'autres cas de d~flagration sont ~tudiOs au chapitre 10. 

Lorsque combustible et comburant ne sont pas pr6m~lang~s on a encore affaire ~ un 
changement important des concentrations ~ la travers~e de la flamme appel~e, cette fois, 
flamme de diffusion. 

D'autres situations peuvent se produire avec les milieux rOactifs, en combustion ou hors 
du domaine de la combustion. On peut envisager, par exemple, le passage d'une onde de choc 
clans un m~lange initialement & I'Oquilibre chimique, I'Onergie de I'onde n'Otant plus apportOe 
cette fois par la rOaction comme c'~tait le cas avec la dOtonation, mais par I'bnde de choc. Une 
interaction entre le choc et les r~actions chimiques a alors lieu. Ces probl~.mes d'interaction se 
posent ~galement ~. propos de ddtonation si celle-ci est g~n(~r6e par le passage d°une onde de 
choc. 

Nous aborderons dans ce chapitre ces diff~rentes questions en commengant par quelques 
considerations thermodynamiques et des notions sur les ondes de choc et leur propagation. La 
propagation d'ondes faibles en proche Oquilibre chimique sera ~tudiOe ensuite. 

La th~orie de Rankine-Hugoniot sera pr~sent6e. La structure de la d6tonation plane sera 
~tudi(~e. Enfin, nous traiterons des ondes sph~riques. 

1. CONSIDERATIONS THERMODYNAMIQUES [6]  

Aux paragraphes 1 el 2 du chapitre 1, ont dt~ donn~es les significations des ddrivdes 
premiOres de I'Onergie interne en fonction des grandeurs extensives dont elle d~pend. Pour un 
m~lange de N esp~ces chimiques, on a : 

( I )  E . - -  E. ( _ S , . ' , Y , . ~ , , n z ~ . . .  ~,~ ) 
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et : 

(2) -r= ~ / ~ s  , - f f , = ~ - / ~ ' v ,  ,#A = ~ - / ~  

Le potentiel chimique gj par unitO de masse a 6tO introduit Ogalement avec gj = i~j/,~/j, ce qui 

conduit ~ des r6sultats analogues aux pr6c6dents avec : 

(3)  { IF-= F ~ / ~  / ml~)"al~/''" "~1~) 

Nous allons voir ici que le second principe de la thermodynamique conduit, dans le cas 
d'~quilibres stables, ~. des conditions sur les d~riv~es partielles secondes de I'~nergie interne 
par rapport aux variables extensives et que cela n'est pas sans consequence quant ~ des 
grandeurs et relations usuelles. 

Etant donn6 un m~lange de N esp~ces distribu~ de part et d'autre d'une paroi ind~formable, 
adiabatique et imperm6able, d'un r~cipient lui-m~me isol~ de I'ext~rieur, on a le schema 
suivant (Fig. l a) : 

E", £' ,  q-", ,n~ 

Figure la  

Chaque sous-syst~me est ~1 r~quilibre thermodynamique, ~ concentrations fig6es. Si I'on 
supprime la paroi (on suppose que cela ne n~cessite qu'un travail n~gligeable), le m61ange 
occupe tout le r6cipient et on admet qu'il atteint un nouvel ~tat d'6quilibre, ce qui constitue une 
caract~ristique de stabilit~ de cet 6quilibre (Fig. lb). On suppose qu'aucune r~action chimique 
n'a eu lieu au cours de la transformation. 

Figure lb  

On obtient les relations suivantes : 

(4)  ~ '  ! 
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Ainsi 

(5) 

Puisque aE/aS --- T > 0, 

(6) 

II s'en suit que : 

(7) 

/ ! 

-c ( ~ , . . . )  ~ E ( ~ , ~ "  . . .  ) 

Le caract~re homog~ne du premier degr~ de la fonction E(S,'~ nj) nous permet d'~crire : 

(8) "~ [ ~ (~,~, ~.~ + ~ ~'v ~, ~ ) ] > z '  " E ,  __~__ ,~÷~ '  ~__~. ~+ ~)~_ 

ce qui conduit ~ la conclusion suivante : 

E (S, ~nj) est une fonction convexe. On d~montre ais~ment que ce r~sultat implique une 

matrice des d~riv~es partielles secondes : 

~ ~/~ ~ 

~ E / ~ . ~ -  ~ , , , ; ~ , . . .  -~'-~_/~, 

dOfinie positive. 

La condition n~cessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi, dans le cas de matrice 
sym~trique, est que tousles mineurs principaux soient positifs. Ainsi : 

(lo) i 
"~/'~5 ~ = "~T/'~5 >0 

r~l~S~)( ~I~ L) _ ( ~-I~ ~ ~)~ 

~ I ~  = -ak~/-~n ~ >o . ~t¢. 

> o  
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Les r6sultats sont analogues en rempla(;ant les nombres de moles nj par les masses mj des 

espies. 

Quelles sont les cons6quences pour I'unit6 de masse du m61ange ? II faut alors tenir compte 
de la relation : 

N 
(11) ~ W~. ,~ = 4 

Cette relation suppl~mentaire ne modifie pas la convexit6 de la fonction E qui devient alors 
e et d6pend alors de N+I variables ind6pendantes au lieu de N+2o 

On pout g6n6raliser ce r6sultat au cas o,', I'on s'impose de plus une d6pendance des 
concentrations d'un certain nombre R de degr~s d'avancement ind6pendants. 

R o 

al. =.. f  

avec: 

N 
(1 3) &~:';'=4 • n~. =. "1 

et : 

Jq 

(14) Z -  ~," ' ~  = o 

Soient A r les affinit~s chimiques correspondantes, on a : 

(15) A, =-.E_ 

Alors : 

(16) 
~e--  T c l ~  _ ~ c ~  -~=~ A~ c~ "~,~ 

Posons,  suivant une convention classique : 

(17) " ~ e ' e f ~ , ~  -- e , ~  
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La convexit~ de la fonction ~nergie interne se traduit par le caract~re ddfini, positif de la 
matrice : 

(18) ~g~, e.~.g V. eg,~ . . . e ~ ' ~  

e ~.~, e~.¢ e_.~.~.., e~.~,~ 

Examinons les consOquences de ce r~sultat. 

Cas d 'un f lu ide s imple (un seul const i tuant)  : 

(19 )  C j ~  ~ 0 , e q ~ . ~ O  , e~.'o~.'~.v--- e j ~  ~. o 

- chaleurs spdcifiques : 

12ol { ~" = ( e h l a r ) ~ =  m ( ~ 1 ~ ) , ~  = r~ ~,~ ~ o 

or, si p = C te, on a : 

(21)  { 

d'o~ : 

(22)  

De plus : 

-dp--- o = e~, sd~ ÷ e~,~d~t 

_4 

(23) . . ~  - .Cv -__ 

- Cdldrit~ caractdristique : 

(24)  

_I 

T ( e  ~ t g - / e . ~  - 4 )  / ~ - ~ 6  ~ 0  
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on pose donc: 

12 ) 

Cas d'un melange ~un seul degrd de libertd chimique 

• Si le m~lange est ~l composition chimique fig~e, les r~sultats sont analogues aux 
precedents : 

(26 )  

• Si le m~lange est ~ I'~quilibre chimique, on a : 

(27 )  

A = O  

£ - 4  

En revanche, on ne peut rien dire des signes de quantitds relies que : 

ou : 

Le rapport b/a, ~gal ~ - 1 / e~  est, lui, toujours n~gatif. 

Cas d'un mdlange d plusieurs degrds de fibertd chimiques 

• Les in~galitOs obtenues sont les mOmes que pour un seul degr~ de libertO. 

• On peut envisager des ~tats thermodynamiques pour lesquels certains des ~r sont 

constants et les A r correspondant aux autres P,r sont nuls. On d~finit alors de nouvelles 

in~galit~s, des chaleurs sp~cifiques et des call,rites caract(}ristiques telles que : 

 3o) 4 ;=  - -  

A~ 
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2. ONDES CONTINUES ET DISCONTINUES EN MILIEU BAROTROPE [11], [40] 

Considdrons un gaz en mouvement dans un tube rectiligne adiabatique et admettons une 
~volution unidimensionnelle instationnaire. Les variables sont I'abscisse x le long du tube et le 
temps. Supposons qu'aucun phOnom~ne irrdversible Wait lieu, exceptd ~ventuellement dans des 
surfaces de discontinuit~ normales ~. I'axe des abscisses. 

Dans une zone continue, dont I'~tendue peut varier au cours du temps, les ~quations du 
mouvement sont : 

(31)  ~ + U "~._~ +. (~'~U = 0 (bilan de masse) 

(3 2) '~--~ff -e (J- ~ ~ -I- .,I ~ .= 0 (bilan de quantit~ de mouvement) 

(33)  ~.,5 + I,( ~a_~ -= 0 (t~volution isentropique) 
~ k  9nL 

L'~quation (33) indique que rentropie de chaque particule de fluide que ron suit dans son 
mouvement est constante. Si I'entropie est uniforme dans le milieu ~1 un instant initial donn(~, 
elle restera donc uniforme aux instants ult~rieurs. L'~tat du gaz est donc parfaitement 
descriptible par une seule variable d'~tat : pression ou masse volumique, ou temperature, etc. 
L'~volution est alors dite barotrope. 

On d6finit la c~l~rit~ caract~ristique c par I'~galit~ : 

(34) = 

(on salt que (ap/ap) s est toujours positif). 

Pour I'~coulement ~tudi~, on aura donc simplement : 

Le bilan de masse devient donc: 

(36)  "~ ~ P -~ ~ ~ ~_ ~ b ~  --_ 0 
c ~ ~E- C ~ ~ c  9 ~  

Les bilans de masse et de quantit~ de mouvement peuvent ~tre r6~crits comme suit : 

i ~ ~ ÷ u__ ~ + c ~.---~ = o  
~,c 9 P  ~c 9 - -  9 , ~  

(37)  g--~fl -i- LL 9 U  .~ c ~ - - - - - 0  

La fonction P telle que : 

(38) a P =  
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apparaft naturellement de sorte que I'on a : 

t "~/-o[- + ~ -~ t~/-~_ + e -a u / ~ , z  = o 

(39 )  ~ U / ' ~  4-- f/ ~ U . / ' ~ .  4- C.... -~'(:::'/'~.'Y_ = - 0  

En combinant ces deux 6quations on obtient : 

(40 )  
-a (P..)/-~/= 

~ ( . - F ) / ~ t -  

+- C~+=) ~(P+~.)/~,x_=o 

+ ('~t-c) "~ ( ,~-P) /~, 'z  = o  

Ces ~quations signifient simplement que : 

- la quantit~ u + P est constante en suivant le mouvement de vitesse u + c, c'est-~-dire 
que : 

(41 )  u + P = c c l o r s q u e  e l ,y . .=  ( L x + c )  ~ (o~)  

- la quantit~ u - P est constante dans le mouvement de vitesse u - c : 

(42 )  u -  P = I~ Iorsque d ' X . =  ( ( x - c ' )  d [ ' -  ( . .p )  

Les lignes (c¢) et (l]) sont appel~es lignes caract~ristiques. En tout point, I'~tat et le 
mouvement du fluide sont parfaitement d~finis par la grandeur d'~tat thermodynamique Pe t  la 
vitesse particulaire u. Les quantit~s u + Pe t  u - P constituent des informations sur le fluide. 
Leur connaissance simultan~e en un m~me point de I'espace d~finit complOtement I'Otat du 
fluide en ce point ~ I'instant consider& 

L'information u + P se conserve le long d'une caract(~ristique (o~) et se propage ~ la vitesse 

u + c .  

L'information u - P se conserve le long de (1~) et se propage ~ la vitesse u - c. 

De ces observations I'on d~duit I'interpr~tation de la vitesse caract~ristique c : darts un 
milieu initialement au repos, une petite perturbation se propagera ~ la vitesse c et -c. La 
quantit~ c est donc la c~l~rit~ du son dans le milieu consider& 

Exemple : 

Consid~rons un piston en mouvement dans un cylindre infini ~ partir d'une position de 
repos (Fig. 2). Nous nous proposons de d~crire graphiquement le mouvement dans le plan (x, 
t) dans le cas d'un gaz ideal initialement au repos. Le mouvement du piston est donn~ par 
x = X(,c) avec d2X/d,¢ 2 ~ 0. 
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, , j  

0 ,x. ×(c) 

Figure 2 

Aux instants voisins de t = 0, par un point M passent deux lignes caract~ristiques qui 
coupent raxe Ox. Pourvu que ron se trouve suffisamment loin de la courbe x = X(t ) 

caract~risant le mouvement du piston, ces caract~ristiques coupent directement I'axe Ox. On a 
donc en M : 

=. 4- 1 ~ = "~o ~ )  
(43 )  

On en d~duit que, en M, I'~tat du gaz est le m~me que celui du fluide au repos : u = O, 
P = Po, c = c o. 

Dans cette zone les lignes caractOristiques sont des droites de pente ; 

_-t (44) o  la =_co ( 

Ce domaine de repos est limit~, ~ droite de la oourbe x : X(t ) par une caract~ristique (o~ o) et ~. 

gauche par une caract~ristique (90), dans le cas de la figure 2 oO nous supposons que 

(dX/dt) -1 • Co "1 

En dehors de cette zone de repos (zone Ie t  IV) il apparaTt, comme nous allons le voir, que 
les caract~ristiques (~) sont des droites darts la r6gion II et qu'il en est de m~me des 
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caract~ristiques (9) dans la r~gion III. Le schema suivant (Fig. 3) indique la d6marche 
permettant la d~termination des conditions en un point N quelconque de la r~gion I1. 

0 x(:) 

u_P= (#.), 

Figure 3 

II s'en suit qu'en N : 

(45)  { ~ + P - -  : : ,x  * Po c~) 

x - p =  _po (F") 

et que : 

(46)  

u.=X: 

p= po+ 

Au point N, les conditions u et P sont enti~.rement d~terminOes en fonction de Poet de X qui 

repr~sente la vitesse du piston au point n, c'est-&-dire & un instant ~ ant~rieur. Ces conditions 
restent identiques sur la caract~ristique (c¢) considOr~e. II s'en suit que sur (c~), c est 
~galement constant, done que la pente (u + c) "1 de cette caract~ristique est constante. Les 
caract6ristiques (c~) sont donc bien des droites dans la r~gion If. II en est de mOme des 
caract~ristiques (l~) de la r6gion Ill. 

Dans le cas d'un gaz idOal, il est facile de montrer qu'une ddtermination de Pest : 

(47) ~ .= 2. c_.. / ( 'y- 'J) 
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Dans la r~gion II on a donc au point N : 

(48)  f U . = # ,  

II s'en suit que la pente de la caract(~ristique (¢) est d6finie par : 

(49)  o1(:: .= ( Co 4- ¥*'1 ~ . ) - t  
~t'X. Z. 

Cette pente est une fonction d~croissante du temps "~, si X(,~) est une fonction croissante de ~, ce 

qui correspond au cas de la figure 2. Dans ce cas, les caract~ristiques (c¢) de la r~gion II 
forment un faisceau convergent de droites. Inversement, les caract~ristiques (13) de la r~gion 
III forment un faisceau divergent de droites. D~s que )~ devient constant (mouvement uniforme 
du piston) les droites deviennent parallOles. 

Une contradiction appara~t dans la zone II. En effet, les droites se coupent b distance finie. 
II y aurait donc plusieurs vitesses en un point, ce qui n'est pas correct. Cela se produit dans 
une zone du plan (x, t) comprise entre (C¢o) et I'enveloppe (e) des caractOristiques (c~) de la 
r@gion II (Fig. 4). 

Par exemple, pour X = F,¢ (mouvement uniform~ment acc~ldr6 du piston), I'enveloppe (e) 
a pour ~quation : 

£ 

( ~+~ rt_~o) + ~o t (50)  ,x- = s~-~r- -2. 

, u . = o  I " - - ) ( ( ' c ) I  , u . =  O 

1 I 
I i I 

i' ~I / ' . . tad  
' t l '  / I / 

0 o~ 
Figure 4 
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Cette contradiction ne peut ~tre surmont~e qu'en admettant la naissance d'une onde de choc 
en avant du piston ~. partir de rinstant : 

( 51 )  

Avant la formation du choc, I'~volution est celle de la figure 4. Pour un mouvement continu 
acc~l~r~ du piston d'acc~l~ration nulle 8 Mnstant initial, I'enveloppe (e) a I'allure indiqu~e 
sur la figure 5. 

Figure 5 

Si maintenant, on impose au piston la vitesse Vp = Cte d~s I'instant initial, le choc 

apparaff maintenant imm~diatement car la zone d'acc~lOration est concentr~e alors ~ I'origine. 
A gauche et & droite du piston et de part et d'autre du choc, la th~orie pr~c~dente est valable. II 
nous reste & d~terminer le mouvement de I'onde de choc. Nous nous limiterons aux cas oO la 
vitesse du piston est constante : )( = Vp > 0. L'exp~rience prouve que le choc a lui aussi une 

vitesse constante w > Vp. 

3. VITESSE D'UN CHOC DROIT GENERE PAR UN PISTON 

Les ~quations du bilan b travers une surface de discontinuit~ ont ~t~ ~tablies au paragraphe 
3.9. Nous admettons ici que le fiuide est parfait et barotrope de part et d'autre de cette surface 
et que le problOme est unidimensionnel. En I'absence d'accumulaion ou de production de 
quantitO de mouvement et d'Onergie totale dans I'onde on a donc : 

(52) 

E t' = o 

A 

- -0  
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Si les indices 1 et 2 correspondent respectivement ~ I'amont et !~ I'aval imm(~diats du choc, on 
a :  

~ (~ . , t ,o )= f ,~  I d z - w ) =  ~ , d~bit unitaire ~ travers le choc. 

On d~montre ais~ment que I'on a ~galement, en posant : v = u - w 

( 5 4 )  p,, ~.~ = ~'~ ~ = 

ce qui revient 8 se placer dans un r~f~rentiel galil~en lib ~. I'onde ~ I'instant considerS. 

L'Oquation de I'~nergie s'~crit, en mettant le produit pv = r~ en facteur : 

£_ 

Dans ce qui suit, nous admettrons que le fluide consid~r~ est un gaz ideal. On a alors : 

(58) -~ = % - r  -_ ~ ' / ( ~ - ~  ) 

puisque : 

( 5 9 )  c = "~  Y. T= ~ p/(o 

de sorte que I'~quation de I'Onergie (56) s~crit : 

9" ~ n-)-~., 2 Y-I- --( ~" 
(60) c_j_, + ~__~ = CZ~-~" -- = - - -  C~ ,~-~ ~ -~_~ ~_ .~ ( f - -~)  

oO c., vitesse critique, est d~fini par les deux premiers membres en faisant c 1 = v 1 = c.  ou 

v 2 = c 2 = c,. Cette relation est I'~quation d'Hugoniot. 

L'~quation de la quantit~ de mouvement (55) nous donne : 

(61) ~ ,~ /e~- ,  ~- ~-~ = t~ ,~ / f ,~ -~  , , ~  

aprOs division par ~ = PlVl  = P2V2 . Soit encore : 

(62) c~/v~ + ~ = c~/ , r~-~_ + ,o'~ 
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Remplagons c 1 et c 2 par leurs valeurs en fonction de v 1, v 2 e tc .  tir~es de la double ~quation 

d'Hugoniot (60). Apr~s simplification, on a : 

( 63 )  ~ ,1.~ 2 = c .  

c'est la relation de Prandtl. 

Ces relations vont nous permettre de calculer la vitesse w d'un choc traversant un milieu 
initialement au repos. Nous admettrons pour cela que les vitesses sont uniformes de part et 
d'autre du choc. Nous montrerons ensuite que le rOsultat obtenu est coherent avec le cas du 
piston en mouvement uniforme. On a ici : 

t ~ = -,u.f" ( 64 )  qJ'~. = 4L~_ - ~T  

Des relations d'Hugoniot et de Prandtl, on tire : 

£. 9. 
( 6 5 )  c~ + ~ = '(÷~ ~O-~'lJ'~. 

,t 

ou encore, I'~tat amont ~tant d~sign~ par I'indice o : 

(66 )  C° Y ~'~ 

Cette expression fournit la relation cherch~e entre u 2 et w. Elle s'~crit encore : 

( 67 )  
9_ 

L(~_ = .2 .  q~G-~- C-o 
3'÷4 

Pour un piston de vitesse constante, le r~sultat peut ~tre repr~sent~ par la figure 6. 

Les r~gions Ie t  IV sont au repos. Dans le r~gion II la vitesse est constante et ~gale ,~ la vitesse 
du piston Vp, w est d6termin~ par r~quation pr~c~dente en faisant u 2 = Vp : 

{ 6 8 )  Vp  -_ _ _  
9. nXj" - Co 

Les caract~ristiques ((z) y sont des droites dont la pente se d~termine connaissant c 2. Les 

formules obtenues en ~coulement continu ne sont pas applicables pour trouver cette pente car 
I'~coulement n'est pas isentropique ~ la travers~e d'un choc. On a bien entendu pour la pente de 
(~): 

(69 )  cJ~ _ ( C ~ + V p ' )  -'( 
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L'(~quation d'Hugoniot et la relation de Prandtl fournissent la valeur de c 2 : 

JZ 
(7o  =  vp) 

Dans la rdgion III, on obtient une d(~tente centr~e ~. rorigine. 

4: 

! 
o 

v,  

• r 

,'x. 

Figure 6 

Lorsque la vitesse du piston est faible devant c o on obtient : 

-~ Co + "/+-'1 ~/p 

(71 )  C~_ = C.o + ¥-4  V1=, 
3. 

= "rT _ C£ o ,  ~ V , )  (pente dt/dx de la caract6ristique) - 

On en d~duit que la vitesse de I'onde de choc faible est ~gale a la demi-somme de la c(~16rit6 du 
son c o et de I'inverse de la pente des caract~ristiques apr~s le choc. Dans le diagramme (x, t) 

on peut ~crire aussi : 

{72) - r r ~  c~ t ~ ~ - ~  

Si on n~glige les termes du premier ordre en Vp/c o, on volt que I'onde de choc se propage avec 

une c~l~rit~ ~gale ~ la c~l~rit~ du son, son intensit~ est alors tr~s faible et il n'est plus utile de 
la consid~rer comme un ph6nom~ne discontinu. 
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Dans ce qui suit, nous alions ~tudier ces ondes faibles et envisager le cas d'un m~lange rOactif 
dont I'Otat de r~f~rence est le repos et I'~quilibre chimique. 

4. PETITS MOUVEMENTS D'UN FLUIDE EN THEORIE LINEARISEE [9], 
[41], [42] 
4.1. Cas du fluide non r0actif [1 1] 

[111, [23], 

Bien que ce cas ait ~tG pr~sent~ dans le paragraphe .2, pour les petits mouvements 
unidimensionnels, nous allons ~tablir I'~quation linOaris~e du mouvement, qui sera applicable 
& d'autres cas. Nous appliquerons la m~me m~thode au m~lange r~actif en proche ~quilibre au 
paragraphe 4.2. et nous ~tudierons dans ce cas la propagation du son. 

Posons : 

L'ecoulement ~tant isentropique (fluide parfait), on a : 

(74 )  "~4 = 0 

,)5 = ,4o +- F_.,.,X,~ 4 

donc : 

2 ( 75 )  ~,. = Co f,. 

off c o est la c61~rit(~ caract(~ristique dans I'(~tat de r(H(~rence d(~sign~ par I'indice o. 

Les (~quations de bilan lin(~aris(~es sont les suivantes : 

(76 )  t .~ ¢,/_o(= ÷ eo ~t~ ~ = ° 

On peut poser : 

(77 )  rO".~ =. r _ .  ~,f 

, -4) -  

et (Himiner Pl,  Pl et v 1 entre ces ~quations. On obtient alors : 

(79 )  {~  

L'(~quation (79) nous donne : 

(80) p = 
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En rempla(;ant Pl par sa valeur dans I'dquation (78), on obtient : 

(81)  ~'c~'~ / "b ~2-- C~ ~ ~O'1 = O 

La solution de cette ~quation linOaire aux d~riv~es partielles permet de d~terminer r~volution 
dans le cas de petits mouvements. 

On peut considdrer que la solution gdn~rale de cette ~quation est la somme de solutions 
dldmentaires du type : 

Si I'on suppose que e) est r~el on trouve que K, vecteur nombre d'onde I'est aussi. En effet, on 
obtient : 

( 8 3 )  _ (__.o (.~ + C_o ~.~ = O 

so i t  : 

(84) ~ - - -  J - / ¢ ~  

Le veoteur K est b composantes r~elles et sa Iongueur K est ~gale ~ o}/c o. Or ~/K est par 

d~finition la vitesse de propagation du ph~nom6ne ondulatoire. Celui-ci, nous le v~rifions une 
fois encore, se propage bien ~ la vitesse caract~ristique c o. 

Envisageons alors le cas particulier du mouvement unidimensionnel avec un piston anim6 
de petits mouvements : 

(85) o~ x (~ ) /c l t :  = ~ d × , ( ~ ) / d ~  -~ 6 Vp~ 

Etudions la partie droite du cylindre x > X(t), suppos~e infinie. L'~quation ~. v~rifier est : 

(86) o 

Sa solution g~n~rale est : 

Ou, en posant : 

(88) 
= ~ , .  c,,L._ 
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011 a : 

(89) f 

On constate donc que : 

(90) 

j U.,+ h / ~ ° c °  = ~ = 0 E~- pour "~ =.C. "ke--= ,x_C_oJC 

L'analyse du mouvement est alors la m~me qu'au paragraphe 9.2. 

/ / / /  p ~ = , u _ 4 =  0 

o 

Figure 7 

Les lignes caract~ristiques (¢x) sont cette fois-ci des droites parall~les de pente Co-1 (Fig. 7). 

Lorsque x > Cot, t > O, on trouve ~1 = O, u 1 = Pl = 0 et pour Cot > x > X(t), on obtient : 

/911 ~T ,= -Co  x(~-~4Co ) , s,~,-- (~×ld~)(~-~/co~ 
et 

(92) t-~ = ~oCo bL 4 
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4.2. Cas du fluide monor(~actif 

La r~action chimique envisagOe est suppos~e r~versible et en proche Oquilibre. Soit ~ son 
degrO d'avancement, on a, en I'absence de diffusion : 

(93)  ~ d ~ / ~ , l C - _  L /~ 

o£1 A est I'affinit~ chimique. 

Les autres ~quations du probl~me sont : 

(94)  

~ ,c t4 /~ - I :  = L,A,~/T 

II faut ajouter ~. ce systOme les ~quations d'~tat du m~lange ou sa Ioi ~nerg6tique fondamentale, 
par exemple sous la forme : 

(95 )  e = e. (-~, ~ ,  ~ ) 
L'~tat de r~f~rence est caract~ris6 par : 

(96)  {~ =¢o,  ~-~ ~o,  q.)- = 0 / 

et I'~tat faiblement perturb6 par : 

(97 )  ~' ~ ={9°+ E ~.tj 

L /'o = -.'5o -I- ~- .Z;~ / 

La th~orie lin6aris6e nous donne alors : 

, "~ =~I¢ 

.6 =.~o, A = o /  "~ = Zo 

(98)  

f fo~.~,/bE = Lo A~ 

-'S~ = O  

En choisissant s, pet  ~ comme variables thermodynamiques, on a : 

(99)  I~,~ = C,~a ~'i * OLo ~4 

OO : 



(100)  et: = 

216 

~/~. 

est la c~l~rit~ du son locale du milieu dont la composition serait fig~e. La c~l~rit6 cf est 

identique ~. la c~ldrit~ c d'un fluide non r~actif. D'autre part : 

(lOll o -- (~ l= /~ .~) .~ ,e  

est une grandeur thermodynamique. 

Si ron prend maintenant s, pet A comme variables, on a : 

avec : 

( lO3 )  
/ ~  '~/A 

c e : c~l~rit~ du son dans un mdlange ~. I'~quilibre chimique (celui-ci est d~fini par A = 0), et 

( 104 )  b = (~ t ' / ~A)s ,e  

R e r n a r q u e  : 

On sait que cf et c e sont des nombres r~els positifs, on ne connaff pas ti priori les signes de 

a et b mais on sait que le rapport b/a est n~gatif (eqs. 28 et.29). Si ron envisage une r6action 
chimique ~ volume constant, on a en proche ~quilibre : 

( 105 )  

p~ =- go A~ 

d'o0 : 

11o6) ~ , 1 ~  _ (ao~ol ~obo) ~, 
de sorte que : 

(1o7) C,,o = - ~Oo b o / L o  O.o ~ o 

repr~sente le temps caract~ristique de la r~action. 

= 0  

De m~me, pour une r~action tl pression constante, on aura : 



( l O 8 )  

On a successivement : 

(109 )  

d'oO : 

(11o) l 

L'~quation de continuit~ : 

( 111 )  

nous donne : 

(112 )  
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, - - - t b  

% (~p/~l:-~o~=,/~t:  +(Oo 4<, 'm =o 

ou encore, puisque po(~ l /~ )  = LA 1 : 

( 113 )  C_~o a (~< -~'~o4/,b ~i __ 

O~rivons les deux membres par rapport ~ t, il vient : 

( 114 )  

Loe, o A , /~ )~  

ou encore : 

( 115 )  

(117) 

(116) 

Cette ~quation, qui rOgit le mouvement des petites perturbations, peut s'dcrire, d'apr~s ce qui 
prdc~de, sous rune des deux formes ~quivalentes : 

ca .P- ~ 9_ 

_ _ , ~ 7 ~ _ ' - a < ¢ < 1 ~ , ) _ o  



218 

L'~quation aux d~riv~es partielles en q'l est lin~aire. On peut rechercher des solutions 

~l~mentaires du type • 

repr~sentant des ondes planes libres de fr~quence oY2~. 

On obtient pour K et o~ I'~quation suivante : 

(11~1 ~ v o  ( ~o ~ , ~ ) -  ( ~o ~ = o 

qui nous donne K 2 en fonction de co : 

(1 20)  ~ .~= cO 

Deux cas limites sont int~ressants. Lorsque cO'cvoeSt voisin de z~ro (vibration tr~s lente), 

1'6volution est lente devant la rOaction chimique et r~quilibre chimique est r~alis~ ~. tout 
instant, on trouve alors : 

£ 
(121 )  03=,/ ~ ' ~  Ce. o 

et la c~l~rit~ de propagation des petits mouvements est ~gale ~ c e, qui repr~sente bien la 

c~l~rit~ du son ~ I'~quilibre chimique. Lorsque cO'¢vo est grand (vibration tr~s rapide), les 

r~actions chimiques sont fig6es, on trouve : 

comme dans le cas non r~actif. 

Dans le cas de valeurs finies de co'c v, il y a relaxation. L'exposant i(~.~'- cot) s'~crit aussi 

io)(K.x/~ - t). Si ron d~compose le vecteur nombre d'onde Ken  sa partie r~elle ~r  et sa partie 

imaginaire K i, cet exposant devient ~gal ~ : 

11231 _ ~ .~" ,- ~ ,o ~ 'z~.~/,o _ ~) 

Ainsi K i caract~rise I'amortissement spatial de I'onde et Kr/cO est I'inverse de sa vitesse de 

propagation c. L'amortissement de I'onde et sa c61~rit6 seront des fonctions de la pulsation co. 
Ces fonctions ne se d~terminent facilement que dans le cas o0 les vitesses caract~ristiques Cfo 

et Ceo sont voisines I'une de I'autre. D'apr~s (27) I'on a toujours cf > c e. La condition s'~crit 

donc : 

(124) C~o = do  C~- ~') 
Enposant: 
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(125)  

on obtient aprOs Iin6arisation ene' et s~paration des parties r~elle et imaginaire : 

= Ceo [4 E. 

/ _~ (126) ~,rlc = a C~o ~ ~ , ,o / (~+~ '~~ )  

La r6solution de ce syst~me, en n6gligeant les termes en e2, nous donne : 

(127)  

~( = C~Co-Ceo a3 ~vo 

L'att6nuation de I'onde par unit6 de Iongueur d'onde est : 

(128)  2"I~" C'~" '~'_,-91T Crr°-C'¢° cO ~;vo 
Ceo ~1 4- 03 ~- G~o 

L'expression de c (cO)est compatible avec les limites trouv6es pour cO,¢vo petit et ~'Cvo infini. 

Les courbes de la figure 8 r6sument ces r6sultats. 

£ 
c 

£ 
C~ I 

I 
I 
I 
I 

> 
:t 

Figure 8 
"G'vo 
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En conclusion, les petits mouvements d'un fluide ri!actif se propagent Ii une vitesse qui 
d6pend de la fr6quence de I'onde plane monochromatique envisag6e, ils s'att6nuent dans 
I'espace, le coefficient d'atti!nuation par unit6 de Iongueur d'onde l tant  lui aussi fonction de la 
fr6quence suivant les lois indiqu6es ci-dessus. 

Appliquons ce r6sultat It un piston animd de petits mouvements autour de la position x = 0, 
de fr6quence ¢o/2~. On obtient le m6me sch6ma que pour un fluide non rdactif, mais il y a 
att6nuation de I'onde le long des caract6ristiques de pente diddx = 1/c(~. L'amplitude de I'onde 

varie comme e k~x et, si (C2fo/C2eo) - 1 << 1, K i est 6gal ~ : 

(129) kC : (-C~ :°-Ce°') O3~'vo 
( 

Pour une fr6quence donn6e, I'att6nuation d6pend de %o, elle est maximum pour %0 = lko, 

ti une abscisse donnOe. Elle est proportionnelle li x, distance li I'origine. 

I i 

i V ', I I 
I . . ~  I I i 

li I I | I 

Figure 9 

e 

Figure 10 - Amplitude de I'onde en fonction de I'abscisse 
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On notera que K i >- 0 pour co ~ 0 (bquilibre) et que K i ~ E c_e~vo Iorsque 

co ~ go (figeage). L'onde de basse frbquence est donc peu attbnube, c'est la plus lente (vitesse 

Ceo ) alors que I'onde de haute frbquence est la plus attenube ~. "Cvo fixb. En prbsence de petits 

mouvements non monochromatiques du piston, il y a combinaison de ces ondes avec une 
distribution d'amplitude suivant la frequence. 

5. LES RELATIONS DE RANKINE-HUGONIOT [14],  [43] 

On observe deux types de propagation de flamme dans un mblange de combustible et de 
comburant. Lorsque la propagation est lente (quelques centimOtres & la seeonde), on a affaire 
une dbflagration, I'onde de propagation rapide (quelques km/s) est une onde de dbtonation. Par 
exemple, dans un tube suffisamment long rernpli d'un mblange de combustible et de comburant, 
si on allume le mblange & une extremitb, une flamme de dbflagration se dbplace ~_ vitesse 
constante pendant un certain temps. Lorsque cette flamme a parcouru une distance de I'ordre de 
dix fois le diam~tre du tube, la flamme accbl~re et se transforme, apr~s une pbriode 
transitoire, en une onde de dbtonation ~ vitesse constante. Nous n'~tudierons que les ondes 
planes pour lesquelles le mouvement du fluide peut ~tre considbrb comme unidimensionnel 
stationnaire dans un rep~re lib ~. I'onde. Nous ~liminons ainsi de notre etude la zone 
transitoire. 

/ 

°U ,'x. 

Figure 11 

Dans un syst~me d'axes lib & I'onde le phenomene peut btre schbmatisb comme suit (Fig. 
11) : 

- en amont de I'onde (x < 0) le m~lange de gaz frais se d~place a. une vitesse constante, 
- a la traversbe de I'onde (x = 0) le fluide subit une discontinuitb, 
- en aval de I'onde.(x > 0) le mblange de gaz br01bs se d~place en mouvement uniforme a_ la 

vitesse v 2. 

Si I'on prenait par contre un syst~me d'axes par rapport auquel les gaz frais seraient 
immobiles, I'onde remonterait le mblange frais (Fig. 12) : 

Mblange de gaz 
frais au repos 

Figure 12 

Les bquations a la discontinuitb sont (chap. 3) : 

(masse) 
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9_ 
( 1 31 ) p * 04 ~ = ~z + ~'~z % (quantit(~ de mouvement) 

"2. 
(132 )  "~,~ 4- qY4e'//~. = "P',a~. 4- ,q.r~./~. (~nergie) 

(136) 

ou encore 

A c e s  ~quations du mouvement il faut ajouter les ~quations donnant I'~tat du m~lange 
gazeux. Ces ~quations sont au nombre de deux ; dans le cas de gaz parfaits en m~lange ideal, on 
a :  

{ P~IC" = ~' R~ , ~/~,~ = 0,_ R 
(1331 &~ = ~ (y~.,T~), ~,~ = ~(~ I~ ,T~)  

Dans I'~tat (1) les concentrations sont celles des gaz frais, la temperature est trop faible 
pour que les r~actions chimiques aient lieu. Le m~lange est fig& Dans 1'6tat (2) on a affaire 
un m~lange gazeux en (~quilibre chimique. L'enthalpie h 2 se rapporte donc ~ un gaz d'une autre 

nature que le gaz (1). La difference des enthalpies correspond ~ I'~nergie mise en jeu par la 
r~action et & I'enthalpie de chauffage du gaz entre T 1 et T 2. En simplifiant et si la chaleur 

sp~cifique n'a pas vari~ : 

( 134 )  ~ - ' ~ 4  = -  A "~. 4- c1~ ( T ~ . . - T 4 )  

Remarque : A la travers6e d'un choc sans combustion on a seulement : 

I(13s) ~_- ~ = e~.~-~_T~) 
En 61iminant v Iet  v 2 entre l'(~quation de continuit(~ et celIe de la quantit(~ de mouvement, 

on obtient 

~-t '~ = e , ' ~ , - ? ~  = -  ~ (  e~" ~e~ ) 

(,37  ' ) 

En proc6dant de m~me avec I'~quation de I'~nergie, on a : 

et en rempla~ant rfl 2 par sa valeur : 

(I 3 9 ) ~.  - ~.~ = ( ÷ ( ~,- ~.( ) (adiabatique de d~tonation) 

Les relations (137) et (139) sont dites de Rankine-Hugoniot. 

Dans un syst~me d'axes (1/P2, P2) I'~quation (137) donne une droite de pente (_~2)~ Pl 

et Pl sont des donn~es et P2, P2 les inconnues du probl~me. 
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Nous avons vu que h 2 - h  1 pouvait s'exprimer en fonction des quantitOs 

thermodynamiques (par exemple T) ; si les variables choisies sont p et p, I'~quation (139) 
est repr~sent~e par une courbe ne passant pas par le point (1/Pl, Pl) ; en effet, si I'on fait 

par exemple T 2 = T 1 on n'obtient pas h 2 = h 1, contrairement tl ce qui se passe avec une onde 

de choc. 

L'intersection de I'adiabatique d~finie par (139) et de la droite de pente -r'n 2 donne la 
solution (Fig. 13). 

P~ 
I 
I 

I 
I 
I 

o ~ / ~ °4 " / e :  
Figure 13 

Nous allons r~soudre le problOme dans le cas simplifi~ dOj~l i~voqu6. Nous supposerons de 
plus que la masse molaire ne change pas, si bien que : 

(140)  T~_ _ ~, 'P= 
T~ E~_ p~ 

Posons maintenant : 

(141)  t f,/9=- ~,  P,/~. =P 

On obtient alors : 

(142)  

(143)  

- "¢ -  d 

~nq 

(>4 '~ 

P. 

d'apr6s (137) 

( ~>- "1 ~ d'apr~s (139) 
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Compte-tenu de I'expression du nombre de Mach: 

et de la Ioi d'(~tat des gaz, nous avons : 

(145) (t = -  

( 146 )  ? =  ( ' I-Y) q + ~1+-~'~ 2 y ~ 

L'~quation (146) fournit I'adiabatique de la figure 14. 

~p 

"Y~,4 

l 
I 
I 

I 

4 

"~' ~'+-I 

Figure 14 

La zone interdite correspond & r~4 < o. 

La partie -'-) < 1 de cette courbe correspond ~, une augmentation de pression, souvent 
importante. C'est le domaine des d~tonations. Lorsque .c = O, c'est-~-dire en I'absence de 
combustion, il s'agit simplement d'une onde de choc. On d~montre dans ce cas, en appliquant le 
second principe de la thermodynamique, que I'onde de choc est obligatoirement une onde de 
compression. II ne peut donc y avoir d'onde de discontinuit6, en fluide simple, avec 
augmentation de volume massique et diminution de pression. Ce n'est pas le cas Iorsque ,c est 
positif. 
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Le domaine correspondant ~. p < 1 est celui des d~flagrations. GOn~ralement, la variation de 
pression y est si faible qu°on la ndglige. C'est pour cola qu'au chapitre 7, nous avons supposd la 
pression constante dans r~tude des flammes de d~flagration. 

On met ainsi en ~vidence deux domaines bien distincts, celui des d~tonations et celui des 
d~flagrations. Nous allons voir que la condition :~ la discontinuit~ : 

(14~ [ [ ' ~  4- ~ . ~ ( ~ ' - ~ ) ] ] . ~ "  " 

du chapitre 3, qui donne ici : 

(148) t °~ "~: ~-'- - h "~" ~ "  = w~ >~ o 
conduit ~. limiter encore ces domaines. 

D~finissons d'abord les deux points particuliers oh la droite issue du point (1, 1) est tangente 
I'adiabatiqueo Tout d'abord, au voisinage de cos points on pout d~river les ~quations : 

(149)  
l a p = - Y  M~a~" 

[ ( , ,~ )  ~.- ~-~" ]~I  ~, ~- 

En ~liminant dp, on a : 

(150)  - ~  M~ z [ ( 4+~ ' )  " r +  ~ - ' ~ 3  ,- ~ ( 4  + ~ ) - ~  ~ - ~ ' =  0 

En remplagant M 2 par sa valeur en pet  ~ : 

(151)  ~ [( '~-t-~') "V'--'~¢] - " ~ "  = 0 

En Qliminant p on trouve rQquation que v~rifient les abscisses de ces points dits de 
Chapman-Jouguet : 

(152)  ~e. _ #__ ( 4 + ~ ' ) ~  +- -1 + . . 9 - ' 6 ~ / ( , 1 ~ ' 6 " )  .=_ O 

D~montrons que ces points de Chapman-Jouguet correspondent aux extrema de production 
d'entropie. 

L'entropie s 2 d~pend de I'intersection de la droite issue du point (1, 1) avec I'adiabatique, 

donc de la pente de cette droite qui est, nous ravons vu, proportionnelle au carr~ du nombre de 
Mach amont M~. 

Calculons les extrema de s 2 - s 1, c'est-~-dire les extrema de la production d'entropie ~. 

travers I'onde. 

(153) Ws/,'~I = S ~ - . ~  = ~ Lo%(~/t, ,)-c_r Lo~(~,/,~,~} = c, L o ~ p , c ~ l _ ~ v  
v / ~ 

L'extrSmum correspond t= : 

(154) ~.(~,-~,l/c~ = ~ Loo~p +'~d L o ~ =  o 
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Rempla(;ons p par sa valeur : 

(155) ~ o ~ ( ~ _ . ~ )  _ , t - Y  .~-',( + 

ou encore : 

(156) ~t ~- ~ ( ~ + ~ ) , ~  + ~ , -2~'~;/C'~+~) = o 

On constate que I'extremum correspond aux points de Chapman-Jouguet. En particulier, la 
d~tonation correspond & la production d'entropie minimale au point de Chapman-Jouguet. 

On peut dire que I'onde de d~tonation ainsi obtenue est stable. Cependant la stabilit~ de 
I'onde de d~tonation d~pend g6n6ralement d'autres facteurs, tels que les caract~ristiques des 
parois et une 6tude approfondie est n(}cessaire pour d~terminer les zones de stabilitY. Nous ne 
la ferons pas ici. 

L'~tude de (s 2 - Sl)/C v en fonction de ~ nous indique I'allure de la courbe (Fig. 15). 

Lorsque I: = 0 on retrouve le cas de I'onde de choc caract6ris~ par un point d'inflexion ~. 
tangente horizontale en -V- = 1. 

La branche T1T 2 de la courbe de la production d'entropie correspond aux ondes de 

d~tonation, la branche F 1F 2 est celle des d~flagrations. Les points de Chapman-Jouguet sont en 

T et F. Seul le point T a une signification particuli~re et correspond t= la d~tonation de 
Chapman-Jouguet. 

 ll/ 
¥-I 

i=" 

\ 

('~.,~to " 
o~ 
~ j ,  Ill 

,¢ 

Figure 15 
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L'image de cette courbe dans le diagramme ( .'¢, p) est donn~e par la figure 16. 

f, 

. . . .  . - " L ~ F  

4 

Figure 16 

non observ~ 
(voir tableau) 

q-  

La c616rit6 de I'onde de d6tonation D est ~gale ~. la vitesse relative des gaz frais v 1. On peut 

en particulier calculer cette c616rit6 au point T, ot~ I'on a : 

(1 57 )  V = 4 + "6" -- ~'To~4 - 9- ~ ' / ' (~+t )  

On rernplace ~ par cette valeur dans I'expression de p et on utilise I'~quation 

¢ 4 ~,--I 
( 1 5 8 )  ~ 4  - "T -y-_ -f 

pour calculer M 1, d'o6 I'on d~duit v 1 = D puisque : 

( 1 5 9 )  rO-'l = IVl4 C~ 

c 1 est la c616rit~ du son dans les gaz frais, suppos~e connue si ceux-ci sont au repos (u 1 = 0 -- 

v 1 - D). 

Le nombre de Mach aval M 2 = v~/£2' par rapport & I'onde est tel que : 

( 16o )  M z = % 

On en dOduit ais6ment la vitesse v 2. 

et V t _ d M, _ -, ,- 

t~ 

Au point T de Chapman-Jouguet, on obtient : 

( 1 6 1 )  M£.--r- -- "l 

Pour le d~montrer, il suffit d'exprimer M 2 en fonction de '9- et p comme pr~c~demment et 
d'utiliser la relation ind~pendante de ,c valable aux points de Chapman-Jouguet : 
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(162 )  F ~ (.4 + ¥ )  ".Z--'/] --'¢- = 0 

Le fait que M 2 soit egal ~. 1 dans ce cas est un element de stabilite pour ronde de detonation. En 

effet, les ondes acoustiques ne peuvent remonter recoulement aval pour atteindre I'onde de 
detonation et tout ralentissement de cette onde sera source d'un phenomene instationnaire. 

Le tableau recapitulatif suivant donne quelques elements de confrontation entre la theorie 
et I'experience. 

zone du 

diagramme 

T2T 

T 

TT 1 

F1F 

F 

FF 2 

M2 

<1 

=1  

>1 

<1 

=1  

>1 

Type d'onde Conditions 

d'observation 

detonation part icul ieres 

forte 

detonation de 
Chapman-Jouguet 

detonation faible 

deflagration faible 

habituelles 

part icul i~res 

habituelles 

non observe 

non observe 

Remarques 

M 1 > (M1) T 

I'onde remonte les gaz 
frais t~ vitesse super- 
sonique 

M 1 > (M1) T 

M 1 < (M1) F < 1 
I'onde remonte les gaz 
frais ~ vitesse subso- 
nique 

6. STRUCTURE DE L'ONDE DE DETONATION PLANE STATIONNAIRE 

Lorsque I'onde de detonation est provoquee par un choc engendre par une source 
exterieure, I'echauffement qui en resulte amorce les reactions chimiques qui se poursuivent 
derriere I'onde de choc. Le point final se trouve sur I'adiabatique de detonation. 

L'onde est donc une couche de largeur finie le long de laquelle I'energie de reaction est 
progressivement liberee. Tout au long du processus, les equations de conservation de la masse 
et de la quantite de mouvement sont valables et le debit est unique. On se trouve donc sur la 
droite de debit constant (Michelson) : (p- l ) / ( . I t -1)  -- --/M 2. 

Dans le diagramme de Clapeyron, le chemin est le suivant (Zeldovich) (Fig. 17) : 

Points avant le choc : I 
Choc :IN 
Onde de combustion : segment Na 
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Le point b ne peut ~tre atteint de cette mani~re et seuls les points de la branche T2T 

donnent lieu ~ ce type de description. 

p~. J 

.~t4 

Figure 17 

4/p~ 

Ce r~sultat reste valable tant que I'onde de choc reste le processus dOclenchant la combustion. 

En rOalit~, la structure de I'onde de d~tonation stabilis~e et stationnaire relive de 
I'ensemble des processus internes ~ I'onde qui font intervenir les ph~nom~,nes de transfert. 
Dans un premier temps nous avons considOr~ I'onde de combustion comme une simple surface 
de discontinuitO ce qui nous a permis de d~terminer les paramOtres de part et d°autre 
connaissant M 1. La vitesse de ronde a ~tO calcul~e dans le cas de la d~tonation de 

Chapman-Jouguet pour laquelle on connatt M1T > 1 et M2T = 1. 

La structure de ronde de d~flagration a ~t~ ~tudi~e au chapitre 7. Etudions ici celle de 
ronde de d~tonation de Chapman-Jouguet en admettant que les lois ph~nom~nologiques lin~aires 
donnant les flux de transfert en fonction des gradients restent valables malgr~ les gradients 
tr~s importants qui se prOsentent. 

L'onde de d(~tonation ne pose pas les m@mes probl@mes que I'onde de d@flagration. D'une part 
elle est beaucoup plus rapide et met en jeu des gradients de pression importants; de ce fait elle 
ne permet pas I'utilisation de I'approximation de Shvab-Zeldovich. D'autre part, et cela est 
vrai pour ronde la plus stable tout au moins, on connaTt sa vitesse par rapport aux gaz frais 
qui est d@termin@e par les valeurs de pet ~ au point de Chapman-Jouguet. 

L'(~tude de la structure de I'onde de d@tonation sera donc effectu@e ~. partir des @quations 
directes de I'@coulement unidimensionnel stationnaire. 

Comme pr~c~demment, consid~rons le syst~me liO ~ I'onde, on a : 

(163) ~-)/~ ~ = 0  et p ,'U" = 

L'@quation du bilan des esp@ces s'@crit, dans le cas de la r@action : 

(masse) 
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A ~ ]5 

que nous prendrons pour simplifier : 

(164) ± ( e~ Y~ - <+~ ~+) = +~~ ~ cA 
ot~ d.,r_ 

Dans cette relation nous avons admis la Ioi de Fiek, 

En prenant YB comme ineonnue prineipale, on obtient ( ~  = c~'e) : 

d ~ (165) ~1 clYi~ _ p~} ~'YI~ - ~ ( ~ -Y6~  (esp~ces) 

On ne peut plus nOgliger le gradient de pression. L'4quation de la quantit@ de mouvement 
s'obtient en exprimant le tenseur des pressions : 

( 1 6 6 )  

soit ici : 

(167)  

et I'on a : 

( 1 6 8 )  

ol,V- 
1:) = ? -  -~ ~ oT-~ 

a++ae 4 (yd o l ~ ) = o  

L'~quation de I '~nergie est  alors la suivante : 

(quantit~ de mouvement) 

W 

, ~  +- p~., , /+. ,~j.v+- + r ''+'- - 
= ole~ 

- Y ,, ~ ~_ .~ . . . . . _ , ,  ~. .... ~ L - - ~  ~ " - - y ' - - - J  " - - - - ' - - " v ' - -  . , s  

~nergie @nergie flux flux de chaleur I @nergie dissip@e 
interne cin@tique conductif dO h la diffusion I par la viscosit~ 

/ 
travail de la pression normale 

On suppose alors que les nombres de Schmidt et de Prandtl sont @gaux ~t 3/4, il en r@sulte 
que I'~quation pr~c~dente s'~crit : 

(170) 

avec : 

(171) ~ = ( ~  = x/~p = 4 y / ~  
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donc: 

(172)  

Ona : 

f~ + ,~.'~" ,,- 

(173)  

Finalement : 

(174)  '~ d'v.4--- (ct'T÷ ~ = ) -  ~" ~-~z-- E / ~) 

Enposant: 

(175)  

0 = ( c r T 4 -  6~'~_. ) /cf ,  T.  4 

on trouve une ~quation analogue ~. celle de la diffusion : 

(176)  ao/a'z-o~a%/ot~2= v f ~  (4-×~,) (~nergie) 

avec les conditions aux limites : 

(177)  

La similitude entre YB et e/t  nous conduit ~. la relation lin6aire : 

(178) "/~ = (e-e,)l(e.,-e~) 
Nous poserons maintenant : 
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(179)  

On est conduit & : 

(180)  

f d ~ = ~ ~ / ~  abscisse rOduite 

G = c~ @/c~ "~ gradient de temperature totale 

U = ,1.T/C,~ vitesse r~duite. 

On peut remplacer de/d~, par G, exprimer p = ~/e4U, k = B e "Ta/T en fonction de e et U, YB en 

fonction de e. On obtient alors une ~quation diff~rentielle en G, e et U : 

~G- i_  (~G (181)  c[-'~ - ~'G -~ ( 0 ,  U~ ((~nergie) 

avec : 

- ~ (e- ~ u') -~ T~ 
(182) ~(~,o)= ~'~ ~ - ~  e 

L'~quation de la quantit~ de mouvement admet une int~grale premiere et devient : 

en supposant les gaz frais immobiles ~ rinfini amont, 

Cette ~quation devient : 

(18,) ~u = ~ (_F _ i ) + u-u~ 
or~ ~ c 4 p~ 

or : 

(18s) -_ (~ T _ U~ C ~-'c-! u 2) 

On obtient donc: 

(186)  dU _ ,I (~_ + Y+4 U~ ~ "/'+4 ) 

et, en ~liminant ~, car dU/d~ = G dU/de : 

(187) ,~u @ -%(u)  
ae = 

( impulsion) 
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avec : 

= u u (188) O~(U) U-I ,e 2. 

Nous avons donc 8 r~soudre le syst6me des deux (}quations diff~rentielles (181) et(1 8 7) 
oe la variable est la temperature totale caractOris6e par e et oe les fonctions sont la vitesse 
r~duite U de I'~coulement et le gradient de temperature totale G. 

La courbe de Rayleigh permet de visualiser la structure de I'onde de d6tonation (Fig. 18). 
Elle correspond ~. I'absence de gradient de vitesse, ce qui donne : 

(~89) dU/d@ = o 

OU 

(t9o) e = ~ (u) 

Les points initial et final (infini amont et aval) sont situ~s sur la courbe de Rayleigh. Le 
sommet de la courbe de Rayleigh correspond au point de Chapman-Jouguet, il fournit les 
conditions finales. 

® 
T 

N I 

U~ 

U 
Figure 18 

En effet, au sommet de la parabole, on a : 

d u u~ 
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soit : 

(192)  

D'autre part, ~ I'infini aval on a : 

(193) U~.=- ~ -  mT~_ c ~ _  Mz lT~ '  M ~J-@ 

soit : 

(19,1 (~. ,-_, ,~) u ~ = ~  ,~ e. = M, ~(u.) 

On obtient donc, avec M 2 = 1 : 

(195)  U~.  - O,, ,,. U__.~ 
O','l) U. ~. 

Ce calcul montre que le sommet de la parabole correspond bien au point de Chapman-Jouguet. 

(196)  

ou : 

Remarque :Dans le plan de Clapeyron, la courbe de Rayleigh correspond ~. I'~quation : 

__~_ ~= Yu~ (~_P~_) 
P/b - 4  - Y r , l ~  

(1 97) ~/~4 - 4 

C'est la droite passant par le point initial (p/~,l=V//~= 1). Pour faire le calcul il suffit de 
remplacer, dans I'~quation (190), U par Ml~/~et  e par ~ / /~- f ( (7-1) /2)  M 2 Y-~/,}'~ 

On d~crit de I ~ T I'onde de d~tonation en suivant une courbe qui coupe la courbe de Rayleigh 
en un point t= tangente verticale, puisque le long de cette courbe les gradients dU/de sont nuls. 
Dans un cas extreme, le chemin suivi serait IN  T, la partie horizontale correspondrait ~. 
e = Cte, c'est-~-dire .~ un choc sans r6action chimique, la partie N T, ~. la r~action proprement 
dite. 

On peut r~soudre le syst~me diff6rentiel et d~terminer les ~volutions de G en fonction de e, 
comme celles de U en fonction de 8. On obtient la courbe 19. 



235 

G, 

0 Z T 

Figure 19 

La figure 20 repr~sente la situation dans le diagramme de Clapeyron. 

0 
I 
I > 

Figure 20 

7. ONDES SPHERIQUES 

7.1. Petits mouvements [ 4 4 ]  

Admettons comme en 9.~2. que la configuration de r~f~rence soit I'~quilibre chimique 
dans un m~lange monor~actif. Le mouvement est r~gi par I'equation en (1)1 qui, dans le cas de la 

symetrie sph6rique devient : 

e_ £ 

En posant simplement : 
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on est ramen~ ~. I'~quation d'une onde plane suivant le potentiel ¥1 : 

(200)  

Les solutions monochromatiques sont de la forme : 

^ - ~ ' ( ' ( c o )  
(201)  (~0~ =- 4 (~0 

-t) 

Lorsque c e et cf sont voisins I'un de I'autre, on a : 

( 202 )  

~'(.~) = 4o - Ceo cJ - "~ ' v  o 

t C £ 60 ~ 
eo A 4- ~-v~o 

c..6 9- £ C~. ° ~" C~o ÷ "Gvo ccoo) = 

En plus de I'amortissement chimique caractOris~ par coT(o~) il se produit un amortissement 
g~om~trique en 1/r. La perturbation de masse volumique Pl aura la mOme forme que ~01 : 

(203 )  ~o, = (o ~ e .  

Appliquons ce r~sultat & la situation exp~rimentale suivante (Fig. 21). L'onde de choc, 
g~n~r~e par une balle se dOplagant & vitesse supersonique V o dans le r~cipient sup~rieur, 

rencontre une s~rie de petits trous ~quidistants distribuOs suivant une droite x'x dans la paroi 
s~parant les deux compartiments. Le passage de I'onde de choc au-dessus de chaque petit trou 
engendre une onde ~. sym~trie sph~rique dans le r~cipient inf~rieur o0 r~gne initialement 
I'~quilibre chimique. 

L'onde sph~rique pr~sente une limite rapide de vitesse Cfo qui est amortie suivant : 

(1 / r )e -K~ r 

9_ 

t..,3 --..,,,. two 

et une limite lente, de vitesse Ceo < Cfo, amortie en 1/r. 

L'enveloppe des limites rapides est un demi-c6ne de demi-angle au sommet~, tel que 



237 

sin c~f = Cfo/V o. L'enveloppe des limites lentes est un demi-cSne de m~me sommet et de m~me 

axe, mais de demi-angle c¢ e, tel que sin ~e = Ceo/Vo" 

' ' 4 : , \  , ' "  / ,  

Figure 21 

L'ombroscopie met en ~vidence I'amortissement g~om~trique et chimique de ces ondes et 
permet de d~duire des mesures le temps chimique ~vo. II suffit pour cela d'observer 

I'amortissement le long du cSne ext~rieur et de le comparer ~. celui qui se produit darts un 
milieu non r~actif. 

7.2. Onde de souffle [21], [45], [46] 

Consid~rons une explosion ponctuelle d'~nergie E o dans une atmosph~.re au repos 

caractOris~e par Pl et Pl (Fig. 22). L'onde est supposOe tr~.s forte de sorte que le rapport de 

pression p2/Pl entre I'aval et I'amont soit infini. Pour une onde de choc, cela correspond ~. 

M 1 ~ oo. On supose un gaz ideal (~ ~, constant). 

De part et d'autre de I'onde de choc sph~rique ainsi obtenue les relations classiques de 
bilan de discontinuit~ sont valables. De la relation d'Hugoniot 

~ 4  'z + C~ Y-I- ,I 
(2o5) c~ 

et de celle de Prandtl 

( 206 )  ~0-.~ ,'0-2. ~. C~.. ~ 

on tire, en tenant compte de la conservation du d~bit : 

( 207 )  n.r~_ _ (o~ _ ¢ M . . ~  
4 "l- 

,ly~ t ° 2- "#.~ -t ~(~.~ 
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=_ '~  

Figure 22 

c'est-~-dire pour une onde forte : 

( 2 0 8 )  ~04 _ "6"-'1 = ,~2. 

La vitesse absolue du c6t~ aval de I'onde de choc sph~rique est donc : 

( 209 )  LI~ - 9-- "D 

On a d'autre part (relation d'Hugoniot) 

£_ 

(21o) ~+ =~ - '~- + 

ce qui donne, apr@s divison par c 2 : 

( 2 1 1 )  C ~  --  T Z  ,( + 2 ( ~ - I ' ~  

et pour les tr@s grands hombres de Mach : 

(212) T~ ,., ~¥~'C--~) M z 

Enfin : 

( 213 )  ~ - _  t°2 T~ 

ce qui donne pour M 1 grand : 

(214) ~'= '~' ~'"( F'4 ~'-+ -t 
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ou encore : 

Recherchons des solutions auto-semblables, les seuls param~tres de base du problOme 6tant 
Eo, Pl, r e t t  (puisque Pl, trOs inf6rieur ~ P2 peut ~tre consider6 comme nul). 

Le seul groupement rI est : 

et le problOme d6pend donc de la seule variable sans dimension : 

(217) : = 'z. (t°,/aot: )t/5 

L'onde de front correspond ~ to el sa distance au centre sera, avec to constant : 

. ~/5" ~/5 
( 2 1 8 )  R(t) = ~o (ao/P,) t 

La vitesse D de I'onde, sera 6gale & : 

(219 )  D = o ~ ( t ) / & £  = 2 / 5  
3.4 I~" 
) = z lst. 

OU encore : 

SlY- ~/~ -~1~- 

lmm~diatement en aval de I'onde (int~rieur de la sphbre de rayon R(t)), on a donc:  

(221 )  

:o (Eo/fD" t 4 

~ ' - 4  

Ces relations fournissent les variations de u 2, P2 et P2 (constant) en fonction du temps, juste 
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en aval de I'onde. 

On peut aussi exprimer ces quantit~s comme suit, compte-tenu de la relation (219) : 

(222)  

s(g~) t 

Les solutions auto-semblables seront telles que les rapports u/u 2, P/P2 et P/P2 ne soient 

fonctions que de ~. 

Posons alors, avec Landau : 

(223)  

4 't... CL j 

"6 ÷..I {o2 
'~'-,I f4 

Dans le cas de solutions autosemblables, les nouveaux paramOtres u', p' et p' sont bien fonction 
de ,~ seul puisque I'on a : 

(224)  '~c~)/~,,,~_) = ~/~o 

Pour ~ = ~o, c'est-&-dire juste en aval de I'onde, on obtient bien entendu u' = p' = p' = 1. 

Les ~quations classiques du bilan de masse et d'entropie valables ,~ I'int~rieur de I'onde 
sph~rique donnent en tenant compte de la sym(~trie sph~rique et du fait qu'il s'agit d'un fluide 
parfait en ~volution adiabatique : 

~ ~L~ 0 (225)  ~_~ *" ~ ~ (~rL~ / = 

(228) "~ ~I~ ~ ~- ~- ~ t~l~ ~ = o 
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on obtient, avec les nouveaux param6tres : 

(228)  o~Loo~( ~Te ,~) _ _w(.~+4)-4 U.' 

L'~quation de I'entropie s'~crit encore : 

(continuit6) 

(entropie) 

(229)  
( U. t -- x'.,,-4 

~Lo~ 

Par addition membre ~1 membre avec 1'6quation de continuitY, on a : 

(23o) ) ( aLo ( ?e - o  

Cette relation s'int6gre ais~ment et donne : 

(231)  

L'~quation de 1'6nergie (ou celle de la quantit~ de mouvement) s'ajoute aux relations 
pr(~c~dentes. Cependant, il est plus satisfaisant d'obtenir directement une autre intOgrale 
premi6re. Pour cela il faut remarquer que la conservation de I'~nergie totale ~. I'int6rieur de 
la sph6re de rayon R(t) correspondant ~l ~o et la similitude du probl6me impliquent que 

I'~nergie soit ~galement conserv~e ~ I'int6rieur de toute sph6re de rayon r(t) correspondant ~1 
= Cte. 

Soit r le rayon de la sph6re de param6tre ~ ~. I'instant t ;~ .  I'instant t + dt, ce rayon 
devient : 

(232)  V. (E4-SE) ~ ~ ÷ (.cl~/8~c) dE 

o5 dddt est ~. consid(}rer ~1 ~ constant : 

(233)  d ~ / d E  = ' 2_ rL /~ j t  

Le bilan d'~nergie effectu6 entre les sph6res de rayon r constant et r(t + dt) montre que 
I'~nergie totale contenue dans ce volume : 
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provient uniquement du flux traversant la sphere de rayon r : 

II s'en suit la relation : 

(234) ~" ( ~~ u?/~-) = C ~- + ~/~- ) ~,L/s~ 

Puisque e = p/(y- 1)p et que h = lg/(Y- 1)p, on a : 

(235)  ~ = -6-_.( u.~ ")~/5{: - LL 
C' ,9_ - I  uL - ~_ , t /s -~_  

et en passant aux param~tres u', p', p' : 

~,' u/~- yt~-~ J 
(236)  

~P P-~U/-Y°-t 

Cette relation d'adiabaticit~ ne fair pas intervenir ~. 

Les relations (227), (231) et (236) permettent de rOsoudre compl~tement ce probl~)me 
compte-tenu des conditions aux limites. (231) et (236) permettent en effet d'exprimer p' et 
p' en fonction de u' et ~. En reportant la valeur trouv~e pour p' dans I'~quation (227) on 
obtient une (~quation diff~rentielle en u' et du'/d Log ~ qui s'int~gre sans difficult6. 

Connaissant ainsi u', p' et p' en fonction de ~ et de E, o on peut alors d~terminer ~o en 

~crivant la conservation de I'~nergie totale dans la sphere de rayon R(t) : 

R(.~) 

0 

Cette int~grale s'exprime en fonction de ~o" Les calculs effectu~s pour y= 7/5 (air 

ambiant) conduisent ~l la valeur ~-o = 1,033. 

La figure 23 donne les ~volutions de u/u 2, P/P2 et P/P2 en fonction de dR ~gal ~1 ~ o "  
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I,o 

O,5 

,•/p, , /  

O,5 l, Ort l~ 

Figure 23 - (d'apr~s Landau et Ufschitz) 



CHAPITRE 10- PHENOMENES D'INTERFACE 

Seront appel~s interfaces, des milieux matOriels qui, & I'~chelle macroscopique, sont 
assimilables ~. des surfaces. Ces surfaces possOdent des propri~tOs internes. 

A une ~chelle plus fine, pouvant aller jusqu'~ I'~chelle microscopique, I'interface est un 
milieu tridimensionnel dans lequel les variations normales (~. la surface) de certaines 
propri~t~s sont nettement plus importantes que les variations tangentielles. 

II en est ainsi pour la masse volumique & I'interface de s~paration liquide-gaz, pour une 
plaque ou une coque m6tallique en contact des deux cSt~s avec des fluides. II s'agit I~, ~. I'~chelle 
macroscopique, de v~ritables discontinuit6s physiques. Mais une couche limite fluide ou une 
onde de combustion tl travers lesquelles certains paramOtres tels que la vitesse, la 
temperature ou les concentrations varient fortement sur une faible distance sont & ce titre des 
interfaces. 

La mod~lisation des interfaces est tr~s souvent un probl~me complexe. Cela consiste en 
principe t= ramener ce qui se passe dans une certaine ~paisseur ~ une description portant sur 
des grandeurs de surface et tl des sauts de propri~t~s volumiques. 

On imagine facilement que cette d~marche sera parfois en d~faut, soit parce qu'on perdra 
trop d'information en proc~dant ainsi, soit parce que la description du milieu "en surface" 
sera encore plus compliqu~e que la description" en volume. 

Nous nous limiterons donc principalement ~ des situations o0 il est 6tabli que cette 
d~marche convient, en cherchant toutefois ~ ~tudier les probl~mes dans leur g~n~ralit~ 
maximum, c'est-~-dire en admettant des interfaces d~formables et en mouvement. 

Nous 6tendrons la d~marche ~ quelques autres cas moins familiers. 

Le probl~me principal sera I'~tablissement des 6quations du bilan et de leurs relations de 
fermeture. AprOs avoir present6 quelques types d'interface, nous nous int~resserons a_ la 
g6om~trie des surfaces et ~ leur mouvement. 

L'~quation de base caract~risant le bilan d'une grandeur F sera ~tablie moyennant des 
hypotheses qui seront pr~cis~es. Ce'tte (~quation sera utilisable imm~diatement pour des 
interfaces souples. Lorsque I'interface pr~sente une certaine r~sistance ~l la d~formation, sous 
I'effet de moments de flexion en particulier, nous aurons recours ~! la m6thode des puissances 
virtuelles, pour ~tablir I'~quation de la quantitO de mouvement. 

Certains types de relation de fermeture seront obtenus Iorsque les variables 
interfaciales v~rifient la relation de Gibbs. 

Enfin, divers exemples d'application seront pr(~sent~s. 

1. TYPES D'INTERFACE 

Sur le plan de la physique, on peut distinguer trois cas : 

1) L'interface est la surface de s~paration de deux milieux de nature ou d'~tat physique 



245 

different. La s~paration de phases est le cas le plus classique. Un exemple est celui de la 
surface d'un liquide en mouvement, avec tension de surface. 

2) L'interface est un film, souple ou non, de mati~re en contact de part et d'autre avec 
des fluides ou des solides. C'est le cas d'une membrane s~parant deux fluides, c'est aussi le cas 
d'une coque solide d~formable. 

3) L'interface est une zone & fort gradient d'un milieu materiel unique. II s'agit I~ des 
couches limites diverses, des surfaces de glissement, des ondes de choc et de combustion. Dans 
le cas des ondes, une grande quantit~ de mati~re traverse constamment la zone interfaciale, 
dans d'autres cas (couches de diffusion) le flux transversal est faible. 

Dans tousles cas, il sera possible d'envisager des ~changes de masse, de quantit~ de 
mouvement et de chaleur ~ travers I'interface ou entre celle-ci et les milieux adjacents. 

Nous porterons un int~r~,t tout particulier aux situations o~J la couche interfaciale peut 
~tre consid~r~e comme un milieu continu, c'est-~-dire que son analyse n'exige pas un passage 
~. I'~chelle mol~culaire. A une ~chelle suffisamment petite, mais plus grande que la distance 
intermol~culaire et, pour les fluides, plus grande que la distance entre deux collisions, la 
description du milieu pourra donc se faire ~. I'aide des ~quations classiques des milieux 
continus. Les bilans d'interface seront obtenus par integration de ces ~quations le long de la 
coordonn~e normale ~ I'interface. 

Cette integration sera possible ou facilit~e moyennant certaines hypotheses portant sur 
le champ des vitesses internes. 

Si I'interface suit le mouvement de la mati~re -tout au moins le mouvement 
barycentrique local- on pourra envisager le cas o~ la vitesse est constante ~. sa travers~e (fig. 
1). 

Chaque point P de la surface (S) ~7' 
mod~lisant la zone interfaciale 
est alors caract~ris~ par une 
vitesse unique • 

(1) v = v 

ne d~pendant que de la position 
de P sur la surface. Figure 1 

On pourra aussi ~tudier le cas o~, I'interface suivant toujours le mouvement 
barycentrique, le champ des vitesses est fourni par un champ de distributeurs. 

,1,1" 

Un segment P'P" de la normale en P 
(S) aura alors un mouvement de 

solide ind~formable (fig. 2). Figure 2 

Pour tout point M situ~ entre les limites (S.) et S+) de la zone interfaciale, on aura 
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donc • 

(3) v = v + G  A PM 

Si I'interface n'a pas le m(~me mouvement que la mati~re et est travers~e par celle-ci, il 
faudra faire intervenir deux champs de vitesse d.~istincts "~'et ~.. La vitesse "~"est la vitesse 
mat~rielle barycentrique. Le champ de vitesse V e s t  un champ co.~ntinu dont la composante 
normale ~. (S+) est la vitesse normale de d~placement de (S+), soit w~+, et dont la composante 
normale ~ (S.) en tout poi.~nt de (S.) est la vitesse normale ~ de (S.). D'autre part, la 
composante tangentielle de V est ~gale & celle de ~ Si ron passe de (S.) ~. (S+) par une 
famille continue de surfaces (S) non s~cantes, chacune de ces surfaces aura une vitesse 
normale locale-~'et on aura (fig. 3) • 

(4) V=v# +w 

_(s,.) 

I 

Figure 3 

Si cette vitesse V ne se conserve pas ~ la travers~e de I'interface, il faut f...~e d'autres 
choix comme nous le verrons ~ propos des couches limites oe I'on prend pour V i a  vitesse 
locale de la surface solide. 

2. MOUVEMENT ET CHAMP DE DEFORMATION DE LA ZONE INTERFACIALE 

A petite ~chelle, la zone interfaciale est un milieu bidimensionnel particulier limit~ par 
deux surfaces (S+)et  (S.) dont I'une peut d'ailleurs ~tre rejet~e ~ I'infini si I'~chelle 

d'analyse est d'un ordre de grandeur tr~s petit. 

Nous admettrons que (S+) et (S) font partie d'une famille de surfaces (S) non s~cantes 
dont la forme varie de mani~re continue. Cette fami[[e d~pend du temps et, ~ un instant donn& 
peut ~tre d~crite par un syst~me de coordonn~es curvilignes orthogonales. 

Nous examinerons la situation o~ la famille est constitute de surfaces (S) parall~les. 
C'est d'ailleurs oe choix qui sera fait par la suite pour ~tablir les equations de bilan. 

Nous nous int~resserons d'abord ~. un ~lement (S) de cette famille dont nous donnerons 
une ~quation implicite puis une description en coordonn~es curvilignes orthogonales. 

Les diff~rentes operations de d~rivation par rapport ~. I'espace et au temps de tenseurs 
d'ordre 0 ~ 2 seront exprim~es dans ces coordonn~es. 
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/ 

Figure 4 

~ )  

---. (,~,_) 

Enfin, nous (~tablirons le champ des d~formations correspondant au cas o~J les vitesses 
sont celles d'un champ de distributeurs. Tousles r~sultats ~tablis ici seront utilis~s pour 
~tablir les ~quations du bilan par la m~thode classique et par la m~thode des puissances 
virtuelles. 

2.1 Norma le  et v i tesse  normale  d 'une  sur face  

Une surface (S) ~tant d~finie sous forme implicite par son ~quation • 

(5) @" (Z', t) = o 

on peut consid~rer sa normale unitaire en un point'~"~, rinstant t. Cette normale"~s'~crit • 
" "  

(6) N = +-. 

On suppose ici que ~ poss~de toutes les propri6t~s de continuit~ et de d~rivabilit~ 
requises. L'orientation de la normale peut ~tre choisie arbitrairement. Mais le choix du signe 
(+) suffit c~, le changement d'orientation est obtenu en d~finissant la surface ~. I'aide de la 
fonct ion-~" (x~t). 

Les relations (5) et (6) d6finissent la normale unitaire en un point alors que la seule 
relation (6), c'est ~ dire (en choisissant le signe (+)) : 

(7) N("~x, t) = 

d~finit un champ de vecteurs dans tout I'espace de d~finition de ~JF'(~,t). 

D'apr~s (1) on a, en restant sur la surface (S) au cours de son mouvement • 

(8) = o1 ". a . t  
" ~ t  

de sorte que, la vitesse normale de la surface devient • 

et d~pend de I'orientation de N. Le vecteur vitesse normale, lui ne d~pend pas de cette 
orientation • 

(lo) -~= w~" 

Comme pr(~c~demment, w(x,t) d~finit un champ de vecteurs et w(x,t) un champ de 
scalaires clans le domaine de d~finition de ~ ~t).  
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2.2 Coordonn6es curvilignes orthogonales 

L'~quation (5) ne permet pas de particulariser le mouvement de tel ou tel point de la 
surface (S) autrement que par sa vitesse normale. Si I'on veut caract~riser ce mouvement, il 
faut se donner le champ des vitesses en tout point. 

Les coordonn~es curvilignes orthogonales permettent une description commode du 
mouvement et des caract~ristiques de la surface. Les expressions obtenues sont parfois 
complexes, aussi nous contenterons-nous souvent d'utiliser les coordonn~es curvilignes 
orthogonales pour effectuer certaines d~monstrations, quitte & revenir ensuite ~. des formules 
plus condens~es. 

D~signons par x, y e t  z les coordonn~es cart~siennes, par x 1, x 2 et x 3 les coordonn~es 
curvilignes orthogonales et admettons les formules de changement de coordonn~es suivantes • 

x = x(x 1, x 2, x 3, t) 

(11) Y = Y(Xl, x 2, x 3, t) 
z = z(x 1, x 2, x 3 , t )  

D~signons par h'~. le vecteur de composantes x,i, Y,i, z,i oe (,i) signifie ~/f~xf et 
, = ~  

supposons qu'aucun des vecteurs h i (i=1,2,3) ne soit un vecteur nul. Les coordonn~es 

curvilignes sont orthogonales si le tri~dre (hl,h2,h3) est orthogonal. Nous supposerons qu'il 
en est ainsi par dOfinition. On peut d~finir en chaque point de I'espace, le tri~dre orthonorm~ 

(~1 "~'2'~'3 ) tel que '  

(12) h i = h i e i 

Les formules de d~rivation se d~duisent alors & rinstant t de la formule • 

(13) dy =[hle Z h2 " 2 h3-  3] I x=/ 

$i I'on p o s e  • 

(14) dX i = h i d x i 

La correspondance entre les d )~ et (dx, dy, dz) est obtenue par un changement de coordonn~es 

cart~siennes orthonorm~es. 

A un instant t donn~, les courbes (C1), (C2), (C3) passant par le point P sont d~finies en 

supposant constants des couples de variables x i. Ainsi (C1) est d~fini par les donndes x 2 et x 3. 
Si ron suppose qu'une seule des variables x iest constante, on d~finit une surface comme le 
rnontre le syst~rne (11). 
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Figure 5- Tri~dre de reference des coordonn~es curvilignes orthogonales, au point courant 

Nous conviendrons de fixer x 3 pour d~finir la surface (S). La normale N & (S) au point 

P n'est donc autre que le vecteur "~.~. Dans certains cas particuliers, le mouvement de la 

surface est tel que les formules (11) ne d~pendent pas du temps. Les points de (S) ob~iront 
alors aux relations • 

(15) 

x = x(x 1, x 2, x 3) 

y = y(x 1, x 2 , x  3) 

z = z(x 1, x 2, x 3) 

x 3 = ¢(t) 

C'est le cas, par exemple, Iorsque (S) est toujours une sphere de centre 0 dont seul le rayon 
varie • 

(16) x 3 = R(t ) 

Mais cette simplification n'est pas valable dans le cas g6n~ral. 

2.3 Gradient d'un scalaire 

(17)  

Soit une fonction scalaire a(x 1,x2,x 3, t). Le gradient de a s'ecrit • 

~7o. = Q'~ e 4 + • ez+ e~ 

Le gradient parall~le est • 

( 1 8 )  a _ + 

et le gradient normal ~. (S) devient • 
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(19 )  ~7.1 CL = Q"___~ e~ 

2.4 Gradient  et d ivergence  d'un vecteur  

Soit un vecteur • 

(20) ~ = v  1 e 1 + v 2 e 2 + w N 

oe nous particularisons volontairement la composante w suivant 

~vidence la surface (S). 

La diff~rentielle dV fait intervenir les vecteurs d e r On a 

de4  m <:{tj3~. N -- o~.C.O~> 

o 4 ~ =  oi ~ ~ _ ~ c a z  e 4 

~3 = N pour mettre en 

o~ les formes diff~rentielles de  i sont donn~es par ' 

(22)  

'&.z { , ,  

On a ensuite • 

/231 - "  ( V ¢  . dx 

En coordonn~es curvilignes ' 

(24) d'~'= h 1 dx 1 e 1 + h2 dx2 e2 + h3 dx3 N 

Ces r#sultats nous conduisent, tous calculs faits, ~. I'expression du tenseur gradient de V, qui, 
en coordonn~es curvilignes orthogonales, est fournie par le tableau suivant ' 

(25)  = 

~ ~ ~-& - % ~ ~ 
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D'autre part, on d~finit le gradient parall~le de V (parall~lement ~. (S), c'est-~-dire 

Iorsque le point P varie ~. x 3 constant). 

] (26) ~ # ® V  = 4 (, 'u' ,  ~.~j_'~, 

0 0 o 

La divergence de V est la trace du tenseur gradient. Elle a pour expression: 

(27) 

et la divergence parali~le de V devient • 

4.. , t r~,~+~. ~ ,,.,~- ÷ ,~-~,,~.+~ _ , , . ~  

(28) 

2.5  C o u r b u r e  

Les courbes (C 1), (('2) et (C3) sont des courbes gauches. La courbure de (C1) par 

exemple est fournie par oqel/Oqx 1 • 

12 /  e-X _ _ ( 

Soit • 

~x~ -~'~ ~--~-3 ~/4- ~ .  

Pour d~finir la courbure d'une surface en un point P, il faut considerer deux plans 
perpendiculaires contenant~en P. On a]oute alors les courbures obtenues dans chacun des 
plans. Si le syst~me de coordonn~es curvilignes orthogonales ~tait ainsi constitu& on 
obtiendrait : 

( 3 1 ,I 4 4 "~4,~ "~,~, 

Cette quantit6 serait ~gale aussi ~. " ~ ' . N  d'apres la formule (27). Or, ~ ' , ' ~ ' e s t  un 
invariant au point P consid~r~ et ne d~pend pas des coordonn~es curvilignes envisagees pour 
d~crire (S). I1 s'ensuit que dans le syst~me curviligne d6fini par (11), la formule (31) reste 
valable et qu'on a toujours : 
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(32)  .t ~7'. N - 

On remarque, d'apr~s (28) en faisant v I = v 2 = 0 et w = I, que • 

1331 V = Vii. N 

2.6 D i v e r g e n c e  d 'un  t e n s e u r  d 'o rd re  2 

Limitons-nous ~, un tenseur "parall~le", c'est-~.-dire tel que 

on trouve, d'apr~s (21) 

(34) 

+ ~ e, ® ez 

En exprimant dEo i ~. I'aide (22) on obtient donc les composantes de ~/.P// 

(35) 

"-"  "-~ { . 4  
V . P / /  = ~,3',~,, 

. - - i ra  

Quant & ~/ / .P#,  il s'obtient ~. partir de • 

(36)  V// - "  ~ ~# e .  • - "  - ~ /  . e ~  .,,.. . . . .  
X.I "-) x'z 

On obtient donc 
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( 3 7 )  

"( 2,, "~'l~ + 

Dans le cas d'un tenseur "cylindrique" • 

~ =P(el®el+e2®e 2) (38) 

ou encore • 

(39) = P(1 - N ® N) 

on obtient ' 

(40) 

Soit encore ' 

( 4 1 )  

2.7 Calcul de 

O n a :  

• - - l e ,  , , , . ~  , , 4e  

) 

( 4 2 )  

D'autre part • 

( 4 3 )  

e t '  
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(44) 4- r ~4~4 4- 
L "~, f,,. ~ , .  

On v~rifie ais~ment que • 

2.8 Taux d'6tirement d'une surface 

Supposons que le point P de (S) soit anim~ de la vitesse 

(46)  V : '&T U 4- ~5 N 

ou v// 

(47) 

La d~riv~e particulaire de l'~l~ment de volume d4" est 

est contenu dans le plan tangent en P ~. (S) • 

~ / . N  =- 0 

4 t  

avec div ~ dormS'par I'expression (27). 

(49) 

A i n s i  

(50) 

Posons, en coordonn~es curvilignes • 

d ~ =. -~( {~,. d'x.4 d ~-z = d×4d xz 

c~,,r = o~y_. =l lq 

,~.1: olt: ol.~- 
Consid~rons I'~l~ment vectoriel d~'= ~ 'dN • 

(51)  

ol t "f,~ 
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donc" 

52) 
d.l: o1~ 

v..~" , ~  

II en r~sulte que ' 

on reconnait darts le second membre I'expression de ~//oV. Ainsi • 

(54) ~i, ( o [~" )  .-. ~7//. V a ~ "  
4t: 

On v~rifie ais~ment les formules suivantes • 

dE.  

c55> v , / .  v = %. ~/~_ ~/. ( 

I561 ~ , / . ( ~  = , ~  v , / .  ~ = ~ v .  

2.9 Lap lac ien  d 'un  scala i re  

L'expression du Laplacien est la suivante, en coordonn~es curvilignes orthogonales • 

I ~,.eo. ~ 4.. ] 
4 

ouencore 4- -~--~ ( Q' '  ~ 

(58) ~ 7 ~  = V .  ( ~,, o. + . , 
"~N "~ N 2-- 

. - P  ,.-IP 

Si les gradients normaux ~/o~N sont tr~s grands devant les gradients tangentiels et si ~'.N est 
d'ordre 1 ~. I'~chelle consid~ree. 

(59)  ~ ~ ~7',N .,'bo..,,.. ?=O.. 

2 . 1 0  Der iv~e  par t icu la i re  

Si "~"est la vitesse mat~rielle d'un point M et a(~,t ) une quantit6 d~pendant de la position 
et du temps, on a, en suivant le mouvement de vitesse 8": 

(60)  oJO. "~o. ~4 ~ .  ,=.,t ~ _ +. EL~ 4.- Q[j~ + Q:j.~ 
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2.11 Vitesse d'une surface 

La surface (S) v6rifie 1'6quation (5). Sous forme param~trique, elle est d6finie par le 
syst~me (11) en faisant x 3 = c, ce qui donne • 

(61) t i - -  x (x 1, x 2, c, t) 
=y(x 1, x 2, c,t) 

z (x 1, x 2,  c, t) 

ou encore • 

(62) "~": "lS"(x 1 , x 2, c, t) 

Au cours du mouvement, on a • 

O ÷  

On a donc : 
- - , -  

(64)  ~T' = N . ,= . 
~t ~t 

pour la vitesse normale, caract6ristique du mouvement de la surface. 

Quant aux composantes tangentielles de la vitesse du point P, elles sont ~gales ~ • 

(65) 

ol.t: ~ t :  

II en r6sulte que • 
~ , = ~  . = - ~  

(66)  V = ~4 e4 + ,'b3, e z  + ~ N 

repr6sente la vitesse du point P attach6 au mouvement de la surface en cours de d6formation. 

2.12 Mouvement d'une zone interfaciale 

La zone interfaciale est limit0e par deux surfaces (S.) et (S+) correspondant ~. x 3 = c 

et x 3 = c+ dans la description du milieu en coordonn6es curvilignes orthogonales. 

On distingue plusieurs cas qui donneront lieu ~. des hypotheses correspondant ~ des 
situations concretes. 

Si les surfaces (S) sont paralldles entre (S_) et (S +), c'est que quel que soit le point P 

d'une surface (So), la normale ~. (S o) en P est normale ~. toutes les surfaces (S) de la zone 

interfaciale. 

On a alors : 

(67)  ~ -- O 
'b4c, 5 



257 

ou encore • 

(68 )  _ ~'~',~. ~"= _ ~ e"~ 

c'est-~-dire que h 3 ne d~pend que de x 3, 

= O  

D'autre part, cela conduit & • 

(69) 

Le tri~dre ~'1 

~ . , ,  = _ 4~,,,. "E" = o 

~ .. _ ~ , , 4  ~ = o 

, e 2, e 3 est doric invariant & x 1 , x 2 et t dorm,s. 

Alors, si N-N. d~signe la distance & (S.)' 

(70) 
l_ 

L'epaisseur de la zone interfaciale est donc uniforme. Si de plus, la vitesse w ne d#pend 
pas de x 3 I'~paisseur de I'intefface est constante. 

Ainsi, ; ) ~  / -~ ~..~=0 et "~td-//a~:~, =. O conduisent ~." 

(71) ~ .  v .= o 

d'apres (52). Cette relation caract~rise une ~paisseur constante et uniforme. 

L'Opaisseur de la zone interfaciale est la distance le long de laquelle certains paramOtres 
physiques varient de fa(;on importante. Si I 'on rapporte les Iongueurs a une ~chelle 
hydrodynamiqueA, on a '  

(72) N + - N . = ~  << 1 

la coordonn~e normale N ~tant cette fois sans dimensions. 

Admettons que le rayon de courbure sans dimension R soit O(1). Sans faire d'hypoth~se 
de surfaces parall~les, mais en admettant ainsi que hlh 2 est O(1), on peut poser • 

(73) dN = s dn 

o4 n+ -n. est cette fois O(1). 
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soit • 

(74) 

Les variations de h 1 h 2 sont alors O(s ) darts la zone interfaciale, en effet • 

R 

R 

On a ainsi en c. + dx 3 • 

R 

(76) a F_. ,,,_ a ~ _  (. ~ ..- ~ a,,) 
R 

2.13 Champ de d6formations associ6 ~, un champ de distributeurs de vitesses 

Lorsque le champ des vitesses est donn~ par un champ_~de distributeurs { ' ~  ~J nous avons 
vu (~qs. (2) et (3)) que la vitesse d'un point M, tel que PM soit colin6aire ~ la normale ~ '~  
(S) au point P, (~tait donn~e par : 

(77) " -~  ~" 'U" M = ÷ 

Le mouvement des segments P'P" est un mouvement de solide ind(~formable et 
ne sont fonction que des coordonn(~es des points P de (S) et du temps. 

et"~ 

(78) 

Figure 6 

On aura pour tout vecteur (~l(~mentaire 8 M • 

,:t-e 

c'est-~-dire • 

(79)  cl (~',x.~) ~ ,,,¢... 

On a aussi • 
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- ~  - ' -  7 - "  o 1 ~ ' ^  P-~ (80) d~ : d $  + ~ ^ a e ~  ÷ 

--,.{m, 

Cette expression vanous permettre de dOterminer ~7 ® 'OM dont on sait que la partie 
sym~trique est le tenseur des taux de dOformation du milieu. On voit que d-v M correspond au 

distr ibuteur 
" ' " i l l ,  

dP ~tant tel que = O. 
- - - i i i ,  

Comme cO est tangent en P & (S) on posera • 

T T - "  - "  (82)  = " ~  ^ , =. ~ A N 

pour faciliter les calculs. Ainsi • 

- "  - T ~ ' )  (83) d ~ ^  Co = (dP. ~. ' ) .  = 4 ~ ' .  < ® 

Le distributeur des taux de d(~formations sera donc dOfini par • 

,8., f . t  , ,  oar e. m° r,ue, 

Cependant, met v n°~tant definis que sur la surface, on se doit donc de considOrer • 

R e m a r q u e  • La d~marche est la m~me que celle adopt~e pour les milieux curvilignes o~J le 
mouvement est d~fini par ie distributeur des vitesses • 

,~ (.6) 

s etant I'abscisse curviligne. Les taux de dOformation sont alors d@inis par le distributeur • 

o(.,S 
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o~J ~ est le vecteur unitaire tangent en P ,~ la courbe (C). Seuls, 

son't d~finis. Par exemple • 

Le vecteur 

contient toute I'information sur le gradient curviligne de vitesse Iorsque le milieu curviligne 
est plan. 

Nous d~signons par le symbole ~# le gradient tangentiel ~. la surface (S). Ainsi le 
distributeur des taux de d~formation a pour ~l~ments de r~duction • 

(86) 

a v e c  • 

(87) 

(idem pour ~). 

_.. __. ; )  

3. FORMEGENERALE DES BILANSINTERFACIAUX [16], [47] ~1 [51] 

L'int~r~t du concept d'interface est de pouvoir ramener ce qui se passe dans une zone de 
faible ~paisseur ~. une description portant sur une surface mat~rielle. Cela n~cessite 
d'introduire des param~tres d'~tat surfaciques ainsi que des densit~s de flux et des taux de 
production. Ces nouvelles grandeurs ob~issent ~. des lois de comportement qu'il est n~cessaire 
de d~terminer dans chaque cas. Bien souvent, cette d~termination implique une ~tude en volume 
de la zone interfaciale. Cela explique que nous proc~dions auparavant a. une mise en forme des 
~quations volumiques. 

3.1 Mise en forme des 6quations volumiques 

Les ~quations des milieux continus, purs ou en m~lange, peuvent se mettre sous la forme 
int~grale ' 

(88) P j ,  

o~J " ~ , t )  est le champ des vitesses mat~rielles du mil~.u continu et oO V"~(~,t) est un champ de 
vitesses arbitraire, continu et derivable. ~ d~riv~e dv/dt signifie que I'on suit le volume 
ferm~ (~)  darts le mouvement de vitesse V. On d~signe par ~ "  la normale exterieure ~. la 
surface (S)limitant le volume (,'~). 
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Sous forme locale, cette 6quation devient • 

L'ordre de grandeur des variations de certaines grandeurs F change ~ la travers6e de la 
zone interfaciale. Pour plus de commodit6, on peut consid6rer la diff6rence entre la grandeur 
sp6cifique f(x~t) et sa valeur fo("~,t) pattie quasi-constante de f ~ la travers6e de I'interface. 
La diff6rence • 

f(x,t)- f o ,t) 

est la partie fortement variable de f, et I'on choisit le champ fo(x,t) de telle mani~re que 
I'int6grale de (fifo) converge bien ~ 1'6chelle consid6r6e pour d6crire la zone interfaciale. 
Nous verrons que suivant le cas fo ~ t )  correspond ~ ce qui se passe juste en amont ou juste en 
aval de I'interface. 

(9o) 

L'6quation locale de bilan devient alors • 

d - t  

Posons • 

(91) PF = P(f - fo) 

Choisissons de d~crire la zone interfaciale darts un syst~me de coordonn6es curvilignes 
orthogonales tel que (11), les surfaces (S) correspondant ~. x 3 = Cte. La vitesse au point P de 
(S) 6rant "u" , sa projection sur le plan tangent en P ~ (S) s'6crit • 

(92) 

oe "i~'est la normale unitaire en P ~. (S) orient(~ darts un sens choisi ~ I'avance. 

Par ailleurs, la composante normale de-V'est • 

(93) q r .  =. ~P.~" 

vitesses V(x,t) tel que I'on ait • 

(94) l V . I V  =. ~ - , N  

t V L -__ ,u.r 

La vitesse relative est • 

(95) ,u. -__ , ' tr_ 

la vitesse normale de d6placement de la surface (S), on choisit le champ des 

OU, 

et sa composante normale devient ' 
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u . . =  ~ _ ~  

Notons aussi que • 

(96) q . V  = . V  t- • 

avec' 

(97) ~'.L, V - ~ ( 'l.m,~÷ V.t ~',.__.A 

L'interface ~tant physiquement d~finie, choisissons pour d~crire la zone interfaciale un 
ensemble de surfaces (S) parall~les. Cela suppose que I'ordre de grandeur de I'~paisseur 
interfaciale ne varie pas dans I'espace. C'est une hypoth~se restrictive. L'ensemble des 
surfaces (S) se d~forme dans le temps mais ces surfaces restent parall~les. Alors h 3 ne d~pend 

que de x 3 et les relations (69) sont valables. Si I'on admet de plus que le long d'une normale N 

commune, la vitesse , ~  est uniforme, on trouve alors que • 

(98) " "  --~ 
~ V y / , V  

La divergence du vecteur V repr~sente le taux d'~tirement de chaque surface (S) dont les 
points sont affect~s de la vit_.~esse'~. Pour que ce taux d'~tirement soit materiel, il suffit de 
choisir'~'de telle mani~re que V~ soit egal &~//, ce que nous ferons dans certains cas. 

Soit un champ de vecteurs ~-~(~,t) quelconque, on a • 

(99) ~.~" ~ .~ ,  ~. ~ E +  ~o. 

d'apr~s (27). 

Or suivant les hypotheses ~nonc~es pr~c(~demment en 2.12 : 

(lOO) & .  ~oj~ = o 

de sorte que, finalement • 

(lOl/ ~7 .~  --v//.-" = ~l l ' t -  (~_L ~ , N +  "b~.t. 

L'~quation (95) devient alors • 

(102) 
d,c>,, + ~>,= 7,,. v + ~.[<7,,,,, + c,~,,,] +({t,.<+c=, ~ ) ~.~ 

Le champ des valeurs fe(x,t) v#rifie, d'autre part, I'~quation • 

v-;,, - - - -  • po(  
3N 

+. 4..r o . 
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Si bien que I'on obtient, par soustraction membre ~. membre et en posant : 

(103) 

la relation finale suivante : 

a,, + . J+,, V.  
liO4) 

/ + "SA,~± _ ~ F  

Notons encore que I'on peut regrouper le troisi~me et le quatrieme terme du premier 
membre de (104) : 

i l O 5 /  ,-  zv . = 

La r~solution des 6quations du bilan clans la zone interfaciale n~cessite que I'on fasse des 
hypotheses. La principale hypoth~se porte sur les ordres de grandeurs des gradients normaux 
qui sont plus ~lev~s que les gradients tangentiels pour un certain nombre de quantit~s. Cela 
d~pend du probl~me ~. traiter. Ainsi, pour un milieu ~ densit~ constante, le gradient normal de 
densit~ est nul. De m~me, pour les interfaces de type onde, le gradient normal de vitesse 
tangentielle est faible. Pour une flamme par exemple, ie gradient de pression est n~gligeable 
alors que les gradients de temperature et de concentration en r~actants sont ~lev~s. Pour une 
surface capillaire, le gradient de pression est 61ev~ de m~me que celui de densitY. Le gradient 
de pression ainsi que celui de temperature sont ~lev~s pour une onde de choc ou pour une onde 
de d~tonation. Ces exemples illustrent la vari~t~ des situations et on ne peut esp~rer r~soudre 
le probl~me le plus g~n~ral sans considerations physiques a priori. 

Nous avons, d'autre part, d~fini la zone interfaciale par des surfaces (S) parall~les, ce 
qui nous a permis d'obtenir la forme (104). Mais, physiquement rinterface n'est pas toujours 
une couche limit~e par deux surfaces parall~les (S.) et (S+). II s'ensuit qu'en gardant une 
description par surfaces parall~les, on s'expose ~ voir certains gradients normaux varier 
d'ordre de grandeur d'un point ~ un autre. 

N~anmoins, nous nous limiterons ici aux cas oe il n'en est pas ainsi. 

Certains termes qui ne sont pas des gradients normaux peuvent ~tre d'un ordre de 
grandeur comparable ~. ces derniers. II en est ainsi de certains taux de production (chimique 
ou de volume par exemple), du taux d'~tirement pour une flamme darts un ~coulement ~ point 
d'arr~t. 

Quant au rayon de courbure de I'interface, nous supposerons toujours qu'il est tres grand 
devant I'~paisseur interfaciale. C'est une des conditions qui permet d'assimiler le milieu ~. une 
surface. Les zones ~. faible rayon de courbure n~cessitent une ~tude particuli~re qui ne sera 
pas faite ici. 

Malgr~ ces difficult~s, nous verrons que nombre d'interfaces sont correctement d~crites 
par des ~quations de bilan de surface. 
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Notons enfin que, dans les cas o~ I'interface pr~sente une certaine r~sistance au plissage, 
il faut ~tablir des ~quations du bilan de quantit~ de mouvement qui portent non seulement sur 
les resultantes des efforts mais aussi sur les moments des couples. Cela conduit ~ utiliser de 
preference la m~thode des puissances virtuelles. Celle-ci sera pr~sent~e au paragraphe 7. 

3.2 Equation g6n6rale de bilan d'une interface 

L'~quation (104) s'int~gre ~ la traversde de la zone interfaciale si la vitesse V e t  
de d~rivation ~ , ,  y sont conservatifs suivant N. Posons • I'op~rateur 

(106)  

W.P 

Jr1,= J.. JvF olU 

WF = W F ~ N 

On obtient, moyennant les hypotheses annonc~es pr~c~demment • 

(lO7) ag 

On a utilis~ pour cela le fait que I'~paisseur N+ - N. ~tait constante et uniforme. En 
particulier, on a dans ce cas • 

(lO8) 

N,,. . N'~. 

car d.../v (dN) est nul. 

"~F apparaft comme une densit# surfacique associ~e ~. la grandeur F, ~"VF comme un vecteur 

densite de flux lin~ique, w"' F comme un taux de production surfacique. Le saut [ JVF.L]] est aussi 
~gal ,~' 

(109)  

Si, au lieu de d~duire (107) de I'~quation volumique (104) on postule rexistence de 
grandeurs interfaciales, on peut aussi obtenir directement la forme (107). On effectue d'abord 
un bilan integral de la propri~t~ F sur la portion de surface (~:) limit~e par la courbe (C) 
(fig. 7). On en d6duit ensuite I'~quation locale moyennant quelques transformations 
math~matiques. 
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Figure 7 

L'int~r~t de la forme (107) se manifeste si Yon peut r~soudre directement le syst~me 
d'~quations que I'on en d~duit pour la masse, les masses des esp~ces, la quantit~ de mouvement 
et I'~nergie, moyennant des conditions initiales et aux limites. 

Cela implique, moyennant un choix ad~quat pour la vitesse V v~rifiant (94) que I'on 
connaisse les lois de comportement de I'interface. Darts certains cas, celles-ci sont etablies 
exp~rimentalement (par exempie pour les tensions capillaires), dans d'autres cas, elles 
r~sultent de i'analyse asymptotique du syst~me d~duit de (104) (flammes de pr~m~lange, 
etc...) Les (~quations des milieux en contact devront ~galement ~tre (~crites. Darts certains cas, 
le saut I]JvF.I,.~ ob~it ~galement & une Ioi de comportement d~terminable a priori 
(adsorption-d6sorption). 

Pour illustrer ces remarques, donnons quelques exemptes. 

-Tensions de surface 

Soit une surface liquide en contact avec un gaz sans ~vaporation ni condensation, les seuls 
~changes ~tant ceux de quantit~ de mouvement. La masse surfacique ~tant totalement 
n~gligeable ainsi que la quantit~ de mouvement surfacique, les termes en ~'F disparaissent. La 

vitesse normale relative 444. = ~ . -  q~ est nulle et le tenseur des tensions de surface est "~" 
tel que : 

(110) -~.'1~= ~" 

On obtient alors pour la quantit6 de mouvement • 

/ 1111  ![-¢,¢']] - 

Le tenseur de pression P fait intervenir la pression thermodynamique et les tensions 
wsqueuses. Le tenseur a comprend la tension thermodynamique et ~ventuellement une 
viscosit~ surfacique. 

Dans le cas de I'~quilibre "~= p 1 et a = a (1-N®N) de sorte que • 

(112/ [ p ~  "¢'- ~ , , o  +~,V'.~ -~ = O "  

En projetant sur le plan tangent on voit que~//a est nul et en projetant sur la normale on 
constate que • 



(113) [ p~ +• V.N = 0 

c'est la relation de Laplace. 
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- F l a m m e s  

Pour les ondes de deflagration & faibles taux d'~tirement et ,h faible courbure, la vitesse 
du fluide v'~/ se con.~rve ~ la travers~e de rinterface en premiere approximation. On prendra 
alors comme v i tessev:  

(114) V = v,,/ +w 

La quantit~ " ~  .~est  alors le taux d'~tirement de la flamme. En g~n~ral • 

(115) F = 0 et SVF.L = EL + OF u.L 

(I 16) 

On a ainsi • 

4vff.._...~ +~F ~ / / ' ~ " + ~ F J . + P F  u..I.~=WF 
at: 

- C o u c h e s  l imi tes 

Prenons i'exemple de la couche limite au-dessus d'une plaque plane au repos. Darts le cas 
stationnaire incompressible nous prendrons • 

(117) V = 0 

Dans le cas bidimensionnel avec, ~. I'infini, une vitesse Uoojle bilan de quantit~ de 

mouvement se r6duit & : 

(118/ II  

otJ ,c est la tension de frottement dans la direction y de sorte que J r  ,c]~ est egal ~. la tension de 
frottement & la paroi et o0 O" u est ~gal & • 

- -  j: 
(119) ,.1" u = (u - Uoo)u dy 

¢, 

- Adso rp t i on  et d6sorp t ion  

La quantite surfacique est ici le nombre de moles adsorb~e~par unit~ d'aire. Sur une 
surface solide au repos en I'absence de diffusion de surface, on aura V = 0 et 

(120) oq~/o~t + [[J~]]= 0 

Le flux d'adsorption Jz est g~n~ralement fourni par une Ioi de cinetique d'adsorption. 

4. I N T E R F A C E S  DE G IBBS [48] ,  [49] ,  [50] ,  [51] 

Dans le cas des interfaces de Gibbs les variables surfaciques ob~issent ~. des lois 
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thermodynamiques analogues aux variables volumiques classiques. Cela repr~sente peu de cas 
d'interfaces r~elles mais il est important de savoir les traiter. On ~crit d'abord les lois d'~tat 
en consid~rant les variables d'interface comme autonomes par rapport aux variables 
volumiques. Les lois de comportement compl~mentaires se d~duisent alors de I'expression du 
taux de production d'entropie surfacique. 

Ainsi les lois d'~tat v~rifient • 

(121) 

~, ~ ~ '  
~,, = -~ ( ' ~_+ - -  -f~" "r ~ -r 

T ,( -t- 
dans les volumes en contact 

(122) I'interface 

Les ~quations du bilan sont, avec V = v, vitesse mat@ielle surfacique • 

a{- (masse surfacique) 

~@&. ~ / f . ~ " + . ~ [ ~ . L ÷ l o . ~ l . ] ] + ' ~ / / . ~ . . _  ~q~. (masse des esp~ces) 

~-e~ • ÷ l = ' . U ÷  
(123) (quantit~ de mouvement) 

_ v , , .  . - _  ,z_. 

z- ~ )  ~7#. '1.I" + [[ ~ ,  4- ~ ' .~ ' .  N (6nergie totale) 
,=4{ 

avec • 

(124) K = ~ $~- ~-~ ^ "" 

En multipliant par ~'l'~quation de la quantite de mouvement on obtient le bilan d'~nergie 
cin~tique • 

b 

par soustraction membre ~. membre de I'~quation de 1'6nergie on a • 
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(126)  

(127) 

Compte-tenu des relations d'~tat on peut ~crire • 

- e - -  • " ¢41: ~a ~T =At 

- " ~  7_. N k'. 

a" T 

Le bilan d'entropie s'~crit • 

A I'aide de I'ensemble des relations pr~c~dentes et en ~liminant les variables entropiques 
on trouve finalement le taux de production d'entropie surfacique • 

.,. q .  % ,  _ . . 

" r  

o0 • PH = #E + P = ph, densit~ d'enthalpie, 

~ "  = "~'- p ~ tenseur des pressions visqueuses, 
" ~ =  ~ ' - c ( ~ - ~ ® ~ ,  tenseur des tensions visqueuses de surface. 

Les quatre premiers termes du second membre repr~sentent les effets respectifs de la 
viscosit~ surfacique, du transfert thermique, de la diffusion des esp~ces et des r~actions 
chimiques de surface. 

Le terme de saut ~ ]] porte sur les ~changes entre I'interface et les volumes en contact' 
successivement les ~changes d'~nergie, de masse, de quantite de mouvement et d'~nergie 
cin~tique. 

Le dernier terme, de degr~ 3 en vitesse relative est g~n~ralement n~gligeable. II dolt en 
principe ~tre n~glig~ dans cette th~orie o0 I'on ne tient pas compte des termes faisant 
intervenir les vitesses de diffusion au degr~ deux. Le terme 7"-  "~-"="est en quelque sorte une 
vitesse de diffusion du fluide par rapport ~. I'interface et doit donc dispara~tre au degr~ deux 
dans I'expression de la production d'entropie. 

A 

Les flux et les forces g~n~ralis~s apparaissent clairement dans I'expression de ~/s qui 
peut ~tre r~amm~nag6e pour mettre en ~vidence les ph~nom~nes r~ellement ind~pendants. 

~: est un tenseur sym~trique dont le produit contract~ par N ~. gauche ou ~. droite est nul, 
le tenseur gradient de vitesse peut ~tre remplac~ par celui des taux de d~formation • 
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= ._. ( + 

A 

bans le gradient de gj/l" on s6parera les termes d6pendant, de la temp6rature de ceux qui 
n'en d6pendent pas, les premiers seront regroup6s avec le second terme de W s en~7//(l~) pour 
mettre en 6vidence la conduction thermique. Ces r~arrangements sont analogues ~ ceux que I'on 
effectue pour la~roduction d'entropie en volume, bans le terme de saut on s6parera 6galement 
darts gilT - '~i /Tle terme facteur de lIT - 1/~ qui sera regoup6 avec celui de transfert 
thermique. 

AAl'6quilibre, flux et forces g6n6ralis6s sont nuls. Les forces g6n6ralis6es ~n t~ /~ ,  
A ~ A ~I~iT), ~/L(gI/T ) - ~/~', les affinit6s chimiques de surface, 1/T - lIT, gj/T - gj/T, 

-( I /T)(~'  - v~. 

Les lois de comportement compl6mentaires s'obtiennent, except6 pour la cin6tique 
chimique, en 6crivant des relations lin~aires entre flux et forces, ce qui suppose que les forces 
soient de faible intensit6. 

La th6orie des interfaces de Gibbs s'applique assez bien aux surfaces capillaires, aux 
ph~nom~nes d'adsorption-d6sorption, ~ certaines membranes, aux films 61astiques, 
visco~lastiques, aux surfaces d'6vaporation, etc. 

Darts chaque cas les lois d'6tat doivent 6tre connues ainsi que les lois compl6mentaires et 
leurs coefficients de transfert. 

Notons que certains domaines du milieu interracial pourront 6tre consid6r6s comme des 
interfaces de Gibbs alors que 1'6tude devra 6tre compl6t6e par celle d'interfaces d'un autre 
type. II enest  ainsi ~. propos d'une couche d'6vaporation avec diffusion : la surface du liquide 
est souvent une interface deGibbs mais il n'en est pas de m6me de la couche de diffusion qui la 
surplombe. 

5. FLAMMESDEPREMELANGE [14], [21], [28], [43], [52] ~ [57] 

Nous traiterons ici de flammes de pr6m61ange monor~actives (A > B) ~ haute 6nergie 
d'activation, mais rien ne s'oppose, mise ~ part la complexit6 du calcul, au traitement d'autres 
cas. 

Le rapport 13 de la temp6rature d'activation T a de la r6action de combustion & la 
temp6rature T b des gaz br016s de la flamme plane adiabatique est donc suppos6 grand (infini au 
sens asymptotique). Les flammes envisag6es ont 6t6 6tudi6es, en volume, par diff6rents 
auteurs en utilisant la m6thode des d6veloppements asymptotiques raccord6s. Nous 
r~6tablirons d'abord leurs r~sultats dans quelques cas en utilisant les coordonn6es curvilignes 
orthogonales. Rappelons que {es flammes de ce type peuvent 6tre d6crites comme r6sultant de 
la succession de plusieurs r6gions (Fig. 8) : 

1 - les gaz frais 
2 - la zone de pr~chauffage o(J la conduction thermique, la diffusion et la convection sont 

significatives 
3 - la zone r6active o~J les processus de conduction, de diffusion et de r6action sont 

pr6dominants et que I'on salt repr6senter comme un saut d'interface [53], [55] 
4 - les gaz br016s o3, en I'absence de rayonnement, les gradients de temp6rature sont 

n6gligeables 
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Figure 8 

La temperature T et la fraction massique Y de r~actant sont suppos~es constantes et 
uniformes dans les gaz frais. En prenant pour fo les valeurs dans les gas frais et en n~gligeant 
les flux de diffusion tangentiels, on obtient (cf ~quation 104) : 

d.'~ 
(130)  

La vitesse "~'est : 

(131)  V = try# ,,. 

On d~finit une epaisseur de flamme ~. partir de la conduction thermique et de la vitesse de 
combustion adiabatique Ub: 

(132)  e[ = . , k /e l ,  u, b 

et une Iongueur hydrodynamique A . On pose : 

(133) 6 = d/A << 1 

Les ~quations sans dimensions sont obtenues en rapportant les variables aux grandeurs 
de r~f~rence : temperature TI~, masse volumique des gaz frais (suppos~e constante et 
uniforme), vitesse u b, Iongueur Ae t  temps A /u  b. Le nombre de Lewis Le est suppcs~ constant 
et I'on a alors, T o ~tant la temperature des gaz frais : 

(134)  4-To 

le cot~ (+) ~tant celui des gaz br~l~s, 8('N)~tant la distribution de Dirac, N = 0 
correspondant au front de flamme (zone 3). La combustion est suppos6e complete. 

Apr~s ces rappels, nous formulerons en terme d'interface, les ~quations de ces fiammes. 
Notons que I'interface englobera ~. la fois la zone de pr~chauffage et celle de r~action (r~gions 2 
et 3). 

5.1. FLammes b densit6 constante [53], [54], [55] 

L'hypoth~se de la densit~ constante a ~t~ adopt~e par divers auteurs. Cette hypoth~se 
simplifie les calculs e t a  ~t~ la premiere utilis~e historiquement dans le cadre de la m~thode 
des d~veloppements asymptotiques. Le champ des vitesses est donn~ ~ I'avance et n'est pas 
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perturbt! par la flamme si I'on suppose que les coefficients de transfert sont insensibles aux 
variations de temperature et de concentration. Les inconnues du probl~me sont la temperature, 
la concentration en rlactants et la vitesse du front de flamme. La r~action chimique est unique. 

L'~quation de continuite se r~duit ill • 

(13s) 7 .v :  ~ . ~ +  v. ~'.£+ ~v,/~r,l : o 

On a, en variables sans dimensions • 

(136) PT = T T °  , py = y - ' t  

Les ~quations deviennent, dans un r~f~rentiel li~ au front de flamme (temps ,~)' 

(137)  

(','-'0 + (Y-'O ~ ' v  ' ( " ~  +17'" [-~L, ~ ,  ~>' + (,,,.t),~.,.] _.. _~.., ,4 

"-")[ 4 ~ ( T - T ° ) i .  ( T  -To  .V 4- ( ~ A-To . . i_4.~V. t , !  - s  ~ l -  + ( , ' r - ' ro )  lX = _  , w 

On r~soud ce syst~me par la m~thode des d~veloppements asymptotiques, en posant • 

(138) y = y ° + ~ y 1  +0 (52 )  , T = T  0 + 6 T  1 + 0(8,2) 

a) D6veloppements b un seul parametre 

Plusieurs auteurs ont d~fini la Iongueur hydrodynamique & partir du param~tre I~ en 
ecrivant • 

(139) ~-- 1/15 

Supposons alors que le taux d'~tirement . 
effectuons le changement de variables • 

I~'4,, .V et la courbure 17 .N soient 0 (1) et 

(140) dN = &dn 

On obtient d'abord a. partir de (135) et (137) • 

(141) ~ ' ~ "  .,- ~, ( ~ , ' . ~ / " -  "~.,. ~ ' .  = o  

( 1 4 2 )  ~ - ' 4  ~ I. L t , l r  I :.l j [_ ,  ",>,+ ~Y_,)u.] + ,. { ,>' +{ ~,_~)~,.~+r- , - . ~  .i. (y..i) uj.] ~. N'I 

( 1 4 3 )  -I. L~'G / L g~  - - .~ ,J 

=_'lq 

= ~4-To)W 

et ~. partir de (134) • 

(144) "r,f. =-t , 
-4 

w .- ~( .1[  e. E o(~)j = 
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On obtient donc d'apr~s (141), (142), (143) et (144) • 

~u.,,~ = 0 
~n  T~ 

( 1 4 s )  ~ [_ ~ ~ ' . . ( . , / '_4)~ . ]  = -  ~c,~) e- ~ 

'> [ ".~"+ (~-'-'ro)u_',] = (.f_~-<,)<s~,,)e-- . - ,~- "~ 

met qu'il n'y a pas de discontinuitl! de T" ni de Y' en n = O. II s'en suit que, pour n < 0 • 

I' Y ' = 1 e L e  u.i.n 
(146) 

T ° = To + (I - To)e ~n 

or~ ~ d -  

Par integration de I'une ou rautre des deux derni~res (~quations du syst(~me (145) on 
trouve d'autre part • 

(147) ui= e T~"/2 

en admettant que (aT'/an)+ = 0 

(148) 

En (~liminant W entre (142) et (143) et en poussant les d(~veloppements ~. I'ordre 1 en 
8 on obtient • 

" " ' )  ' 
L ¢ 4 -'ro .4 -To - 

~_ ( y....,-,,. ) ,  (y._, ,, ,-_T.) ~ . ~ . .  = o 

Par int6gration entre n = -co et n = 0 compte tenu de (146) et en admettant que 
(aT1/an)+ = o, il r6sulte • 

(1491 ,,~. _~" .,. ( < - -~  ) 
4-To Le 

--;.] 
! 

En 61iminant T+ entre (147) et (149) on a • 

(1sol b ~¢":)"=~,,:) ' [b~.v~.c,, , . ) 'Log(,,:) '  ] (,-~)(, ~ )  

On obtient alors I'~volution locale de la vitesse de combustion en fonction du taux 
d'(~tirement et suivant le signe de Le-1. 

Sur la figure 9, le point u i = 1, ~//.V ° = 0 correspond ~. la combustion adiabatique de la 
flamme plane. 

Ce caicul ne permet pas de d~terminer le comportement pour Le voisin de 1. 
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I I 
I 

1 

-~/e.. 

Le > 1 
- -  - ->. Le< l  

Figure 9 • vitesse locale de combustion en fonction 
du taux d'~tirement 

b) D6veloppements b 2 parambtres 

Si ron consid~re ~ et 1/13 comme deux petits param~tres ind~pendants et que I'on effectue 
les d~veloppement en ~, param~tre de perturbation hydrodynamique, les ~quations (141) b. 
(143) restent valables, mais le r~sultat (144) devient : 

(151) T.;.=I , W=5(N)[1 + F.,1~/21"t+ + .... ] = W  °+ & W  1 + 0 ( 8  2 ) 

Le syst~me (145) devient donc• 

(152)  

~u~. =.O ~n 

_ ~.,. ~ + ( , / ' . - . I ) u .  = _ ~,,) 

± [ _ -,T._, 4. ~ T,_-ro) ~,~. 1 = c4-T,~ sc,~} 

L'int~gration entre (.oo)et (0÷) des deux dernieres ~quations (152) donne alors, au 
lieu de (147) • 

(153) u i = 1 

La vitesse de combustion est donc ~gale, & I'ordre o & celle de la combustion adiabatique. 
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Les ~quations (146) deviennent alors, pour n ~i 0 • 

[ Y ' = I - e  Le n 
(154 )  

T" = To + (1 - To)e n 

Poursuivons les d~veloppements jusqu'& I'ordre 1. Les ~quations (142) et (143) 
donnent • 

,.~ f ,~ .~y~ (155)  
"~rt~t. L ¢  "aVl 

° 

, . ~r° . , .  ~r -rt.T ,~ ~ . ~  = C ~_.ro) w ,  (156 )  ~_ [ -~'r',.__ - r ~ , _ , . ( - , - _ ~ . ) ] .  " ~  . . 

4 
Le second membre est obligatoirement 0(1) ce qui implique que T+ soit O(1/p) d'apr~s 

(151). Eliminons W 1 et int~grons entre ( -~ )e t  (0+). On obtient I'~quation (149) avec uj. 

= 1. II s'en suit que (1 - 1/Le) est d'ordre l ip ou • 

(157) Le= 1 +e/p , ~= 0(1) 

On ne peut ~tudier par cette m~thode, que les cas o~ Le reste voisin de 1 en l ip. La 
"1 

valeur de T+ est la suivante • 

'1 "-'~ ""~" 
(158) T+ = -(1 - To) Up g / . V  ° 

159)  

L'~quation (121) donne.~ I'ordre 1 en 6 • 

Pour I'~coulement amont on a ~galement • 

~,,.-  = _ ( ~,/.v',,. ~ ' .  

il s'en suit que • 

(16o) ul = u l .  

L'~quation de r~nergie, int~gr~e entre ( - = ) e t  (0)conduit ~ .  

~ - - "  ~.) (161)  " I , .  = - ~ . v ° (  ~-," ~.To 
.2. 

La vitesse de combustion est donc• 

(162) u , = l -  ~ (1+ , i-"ro~ ) ~// .V 

5.2. FLammes b densit(~ variable [57]  

On suppose ici que la masse volumique est constante dans les gaz frais et dans les gaz 
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broils mais qu'elle est variable dans ia zone de combustion. En prenant comme grandeurs de 
r~f~rence la masse volumique des gaz frais et la temperature de fin de combustion adiabatique, 
la Ioi d'~tat admise est la suivante • 

(163) pT = T o 

Les autres hypotheses sont les m~mes qu'en 3.2. 

Appliquons I'~quation (104) au volume massique, ~. Y, & T et & ta quantit~ de mouvement. 
On trouve " 

(164)  

[ , ,  c+-+.) + e¢+-To) 9 

(167 )  ] t - "  - "  

L'~quation (134) reste valable. Oonsid~rons un d~veloppement & deux param~tres e et 
1/#. 

A I'ordre z~ro en 8 (164) nous donne • 

(168) (pu~) °= ui_ , 

c'est & dire, en posant m = put. 

(169) m + = m".. 

Le d~bit de combustion se conserve ~. I'ordre zero & ta travers~e de la flamme. 

L'~quation (167) fournit • 

0 

~± =. ~o +- U.~_ (170)  po+ ~o o m [  

~2 "-"° 
= ~ r l / _  

La vitesse tangentielle se conserve. II s'en suit qu'~. I'ordre z~ro V se conserve ainsi que 
"~n.~ ~ la travers~e de I'onde. (165) et (166) deviennent • 

~ [ ' ,y°.,. ,~.(y-_,)] = _ ~ , , )  
(171 )  ~ L~ ~ ,  

~r .  _+.:...,- .,o(+._~)] = ~.~--~o)~O,) 
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L'int~gration entre ( -=)  et (0) fournit • 

(172) m ° = l  

On obtient donc pour n ,< 0 

(173)  { 

De (143) on d(~duit alors 

(174)  

Y' = 1 - e Le n 

T ' = T  o +(1-To)e n 

T o  

A I'ordre 1, I'~quation (164) devient • 

(175) ~ (. , ' . - , , ,t)= 0-~")  ~,,-~" 
" a q  

Soit apr(~s int(~gration • 

(176) m ~ ~ I  " "  " "  .I , -  _ = ~ / . V ' L o g  % 

Les Oquations en Y et T s'~crivent b. I'ordre 1 • 

.-.P,. -..4b 

" b ~  L e "~ 

178)  • , [  (,, (,_T.))'] - ' -  _ _ +C'(-r'_T.) V,,,.V'- (~-r°)W' 

t 
Comme en 4.2.b il est n~cessaire que W 1 soit 0(1) donc que T+ soit 0(1/~). 

En ~liminant W 1 entre (177) et (178) et en int~grant entre (-=,) et (0) on trouve • 
4-'1",, 

L( [ To . .~ 

II s ' e n  sui t  q u e  Le - 1 = 0(1/13) = ~ .  

Le r~sultat (159) devient • 
• ( - T o  

¢) 1"° .--1P --.~ 

180) -rL = _ {__ To L, ,~.(4~) a ~  ~ . V "  

L'(~quation (178) apr(~s (~limination de ~// .V-%par (175) et apr(~s integration entre 
(.oo) et (0) donne • 

t m t (181) m+ -To . :[(I - To)I3/2.]T'+ 

Finalement, (172), (176), (180) et (181) fournissent les d~bits m. et m+. En 

particulier • 
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(182)  

,~ - T o  

r 

5.3 Equations d'interface pour ies flammes de pr(~m61ange 

Dans chacun des cas envisag@s la vitesse V est @gale ~. v,/ + w. Elle est en premiÙre 
approximation convervative ~. travers Mnterface. 

._,,. La quantit@ V/ / .V  repr@sente bien le taux d'@tirement mat@riel de la flamme. L'op~rateur 
Vt/ se conserve @galement. On se trouve dans des cas o4 r@quation (107) est valable. 

Lorsgue le taux d'@tirement et la courbure sont 0(1) & I'@chelle hydrodynamique, les 
0quations d'interface se r@duisent ~. • 

~ t  

"-~ I[(' UL]] ~' (184) a~ #~ + e~ ~.7 + ~ = w~ 
At 

(185) d , f .  ~ e. .T4. E,~.u-]!  = ~. 

(186) 

Ces r0sultats sont en parfait accord avec ceux de ranalyse asymptotique rappel@s 
pr@c@demment, jusqu'& rordre un en F.. , pour les trois premi6res. L'@quation de la quantit@ de 
mouvement est @galement valable jusqu'& rordre un mais on n'utilise que le developpement & 
rordre z@ro comme nous ravons vu, pour montrer que la vitesse tangentielle T//" se conserve 
et calculer la pression p°. Les densit0s surfaciques ~F ainsi que WEy sont 0(~)alors que les 

autres termes sont 0(1) dans les @quations sans dimensions. 

Si ron part de ce systeme pour r@soudre un probl6me de combustion, il faut connaitre 
les lois de comportement. Celles de fluide ~tant supposees connues, il reste ~. d@terminer celles 
de rinterface. 

En variables sans dimensions les taux de production surfaciques des trois premi0res 
@quations sont les suivantes • 

w,~ = ~ u.d] 

^ e13/2(T,,. - 1) "" 
= - - W (187) Wy = 

,*% 

W T = (1 - To)el3/2(T+ - 1) = (1 - mo)W 

et sont valables dans tousles cas @tudi@s. 
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Les expressions de p ~ p y  et~T d~pendent, elles, des lois d'~tat du fluide. Elles sont 

diff~rentes si le fluide est compressible ou incompressible. 

Cependant, pour les d~terminer il suffit d'utiliser les r~sultats de I'analyse & I'ordre 
z~ro de la zone de pr~chauffage puisque ces param~tres sont 0( ~ ). Cela revient & dire que, 
pour ces termes, tout se passe comme si la flamme ~tait plane et que le d~bit etait • 

(188) m : puj_ 

Darts ces conditions on trouve toujours • 

(189)  
Y = I  -e Le m n 

T = T  o+ (1 -To )e  m n 

et on calcule les variables de surface en ecrivant ' 

190) 

I ~  0 

p+ = ,¢_-'¢o10t+ = m -p)dm 
M. - ~ '  

O O 

,p y =  

Si la masse volumique est constante on trouve imm6diatement ' 

191) p+ : o  , ~'y = - ~  Lem , t % : ( ~ - ' r ° ) ~  

Si la Ioi d'~tat (163) est v~rifi~e, on trouve • 

192) 

,,A 

m "to 4 -'r.._...o 
-t 1"o 

c ,  - " 1+ EL°  ( "" 
\ 4 -To / Jo . ~ 2 -  Le r~ 4 - %  

Les lois de comportement obtenues sont toujours telles que ~F est proportionnel ~. ~f ]J  et 

au debit de combustion. Ce fait peut s'interpr~ter par des considerations dimensionnelles. 
Raisonnons en grandeurs non adimensionn~es et introduisons le coefficient sans dimensions 
L F • 

(193) 

ot~ d E est I'~paisseur de diffusion de la propriet~ F d~finie & partir du coefficient de diffusion D F 

(p 2} ou x /Cpf)  ' 

(194) d F = DF/pu 

On obtient ainsi • 

(195) ~F = LF PoUf]]DF/p u 
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Avec les grandeurs de r~fdrence choisies, la relation sans dimensions correspondante 
est • 

q,D. 
(196) ~F = LF 8 ), ,m 

On obtient donc, pour la fraction massique de r~actants • 

(197) ~y =- Ly E / L e  v~ 

et pour la temperature • 

(198) ~T = + LT (4-To) a / n~ 

Dans ies cas examines les coefficients sans dimension sont constants et ne d~pendent que 
de To et de Le. 

En particulier, si la masse volumique est constante, on trouve simplement • 

(199) Ly =L T = I  

De sorte que les coefficients L F caract~risent ce qui se passe darts la flamme par rapport 

au cas de la densit6 constante. 

Notons qu'il n'en serait pas de m6me avec des flammes b. grand taux d'etirement teiles que 
celles obtenues Iors de la combustion pros de la paroi dans un ~coulement & point d'arrOt. On a 
alors • 

(200) a ~//.V = ~' = 0( .  0 

et si la relation (193) reste valable, le coefficient L F d~pend cette fois de plus de met de a. 

La relation (193) exprime que le d~bit d'exces de F est proportionnel au saut de f, le 
coefficient de proportionnalite L F ~tant assimilable & un coefficient phenomenologique. 

Wrifions maintenant que cette th~orie redonne bien les m~mes r~sultats que la theorie 
classique dans les divers cas analys~s. Nous partirons donc des ~quations (183) & (187) et de 
la Ioi (193) qui donne suivant le cas (191) ou (192). 

- Densit6 constante,  analyse b un seul parambtre 

On trouve successivement " 

~ L t j . ]  = 0 

(201) _ ~ " ~ 4 l u .  ~_ 

Le. ~ c L~ Uj. 

6_.to ) + = e_+d. 
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Le calcul ~. I'ordre z~ro donne • 
"4 

o 
( 2 0 2 )  O.. = e = 

2% 

L'analyse ~ rordre 1 fournit, aprOs (~limination de W 1 • 

( ) ) - - - -  o , (203 )  4 t ~ 4 / ~  4 . . ( t _ 1  i _  V / / . V ° +  U.x T.,. _ O  

II s'agit bien des m~mes r~sultats • (202) est identique & (147) et (203) est identique 
(149) .  

- Densit6 constante, analyse b deux parametres E, et 13 

On a alors • 

(204)  

Ce qui donne • 

-~ r l  .,-o('e') ~'  = "~-'- 6 9 - 

(205 )  
~(,I/u.,.') 

Le "~G 
e v~<, v _ ~ .  = _ 4 _ ~ £ I"I,. , .  O ( ~  ~)  

Le U-L e. 

(~ _T.) ,  -, c,/,,.~ ,_ ( ,_Tol L ~,,. v ,_ , .  (,-~_To) ... c,-To)( t ÷ ,  ~ ~-; ),. oct,) 

A rordre z~ro on obtient • 

o 
(206 )  U.L = 4 

'1 
A I'ordre 1 on conclut que T+ est 0(l/J~). En ~liminant alors ~/1, on retrouve I'~quation 

(149), qui implique que • 

(207) Le = 1 + 1/13 avec [=  0(1) 

L'ordre 1 nous donne • 

_ ,  ) ~ . V ° -  u ~, ~ ~ i2o81 ( ~  __ _ ~. 

En ~liminant les seconds membres, on a ' 

e V/ IN" (209) T+ =-(1 - To) 

et I'~quation de I'~nergie nous donne • 
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.I 
(210)  ,,. ~. 

Les resultats sont encore identiques aux precedents.. 

- Densit(~ variable, analyse b deux param~tres 

Les equations (183) ~ (185) deviennent • 

(211)  

9 ~  

~ . v  ,. [ m (4-YI]] = _ ~ - ~_ ~ - r ~ .  o ( ~ ' 9  

A I'ordre zero, la continuite nous donne • 

(2121 [~'~ =o 

et I'equation de la quantite de mouvement (186) fournit • 

(213)  t mo 
[~']1 • I["~,]] 
I[ ~,; :D - o  

.--O 

ce qui justifie a posteriori la forme adoptee pour les equations du bilan et fournit une relation 
dormant le saut de pression. 

Les equations en Yet T donnent alors • 

(214) m ° = 1 

A I'ordre 1, la continuite s'ecrit • 

(21 5) 4 4[.ro V / / . V  ° 

4 soit 0(1) et I'elimination des seconds Les equations en Y e t  T impliquent que 13T+ 
membres donne • 

4 -TQ 

Le crochet se reduit a T~./(1 - 1o), il est donc 0(1/~), ce qui necessite que (Le - 1) soit 

aussi 0(1/[3), ce qui correspond ~ la relation (207). On obtient done : 
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(217) 

o 

L'~quation de I'~nergie conduit alors, apr~s remplacement de 
(215), & '  

• 1 mt= ~ m+'l (218) m+ - To (1 - To) ~_. 

Les r~sultats sont doric identiques #. ceux du paragraphe 5.2. Cela valide ce module qui 
peut doric 6tre utilis6 dans d'autres circonstances avec des lois de comportement ad6quates. 

~.:T.T* 

~ .V°par sa valeur tir6e de 

6. COUCHES LIMITES [11], [35] 

Alors que pour les ondes (flammes, ondes de choc ou de combustion) I'essentiel du flux de 
mati~re traverse I'interface, pour les couches limites et les couches de cisaillement, la plus 
grande partie de I'ecoulement se fait le long de I'interface. 

La vitesse V d~finie par (131) n'est plus conservative ~ travers I'interface. Dans le cas 
de couches limites au dessus d'un obstacle rigide nous choisissons pour"~"la vitesse locale de la 

surface de cet obstacle "~.(Fig. 10); celle-ci est 
nulle dans un r6f6rentiel li6 ~. robstacle. 

La grandeur sp6cifique fo~,, t) se rapportera & 
I'~coulement ext6rieur, c'est-&-dire au c6t6 (+) de 
I'interface. 

Figure 10 

L'equation (107)devient donc, dans le r6f6rentiel li6 & I'obstacle • 

(219) "~(:'F , ~# . . .T  F ,,_ ~" .3"¢.i.]~ = WF 

Si les termes convectifs.~, normaux sont n6gligeables, ~ O'F. L]] se reduit & [r ~ F.L ]] et la 
partie convective de JF se r6duit &'  

(220) [,_(~l= ~# ol I~ 

Donnons quelques exemples pour illustrer cette description de la couche limite en 
termes d'interface. 

6.1. Couche limite stationnaire au dessus d'une plaque plane 

Supposons le fluide incompressible et 1'6coulement bidimensionnel plan & pression 
constante. La vitesse ~. I'infini est Uoo et la plaque correspond ~. y = 0 et x > O. 

On a • 

(221) ,4- -.-'O 
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(222)  e .  ( . - u . , )  ~ e ~  ( , , - u , , )  -~ '~  + -p ~ _ o  

La solution autosemblable est bien connue. Rappelons que si I'on pose - 

(223) 

on trouve • 

(224)  { 

= ylI.,O~ , v  = Y ~ / e  
v ~ ,~ ~.. 

oO f v(~rifie I'(~quation de Blasius 

(225) f'" + if" = 0 

avec les conditions aux limites • 

(226) f(O)=f'(O)=O , f,(oo) = 1 

L'int(~gration de (222) suivant y donne I'(~quation cherch(~e : 

avec" 

(22a) g . J .  = ~ J~'~ , 3".,~ = j r  , ( u - u=.) a ~ , 
9 '7 .  

0 

flux convectif d'exc~)s longitudinal e t :  

12291 -- - - r _  , 

tension de frottement ~. la paroi (Fig. 11) 

~l~fl~¢tC~iCfjr#l IL 4- 

Figure 11 

L'expression du flux ,l'u//est la suivante • 

~Ull=.l. t \ ~U~  
' 0 

(230) Uoo f"(O) 
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avec pour f"(0) la valeur 0,4696. 

La relation (230) peut s'interpr¢ter par des consid¢rations dimensionnelles. En effet, si 
p, Uoo et x sont choisies comme grandeurs de base, il apparai't deux groupements sans 
dimension • 

( 2 3 1 )  . ~ = ) u . / e U . ~  =Rex , r [ j =  3 " ~ , ~ U ~  = - K  u ~ ( T i f f )  

On trouve donc • 

(232  &¢-*uo 0 . ,  u. 

Le r¢sultat (230) montre qu'il faut choisir pour ~ la racine carr¢e. 
ph¢nom¢nologique sans dimensions K u est alors ¢gal ~ • 

(233) K u = ~{'2"f"(0) = 0,665 

Le coefficient 

Dans d'autres couches limites K u ne sera_.,,pas constant. Enfin, on pourra envisager des 

relations de ce type pour exprimer les flux ~'F en fonction des sauts [ f ]  en faisant 

intervenir des coefficients sans dimensions K F. 

5.2. Couche limite instationnaire 

Un autre ph¢nomCne classique est celui d'un milieu et d'une plaque plane initialement au 
repos. A I'instant t = 0 et pour t > 0 la plaque est anim¢e d'une vitesse constante V suivant 0x. 

L'~quation de quantit(~ de mouvement de I'interface s'(}crit alors : 
A 

(234) ~ e~ [~.~ = o 

Le calcul classique permet de d~terminer ~u, on trouve • 
O 

Mais des considerations dimensionnelles permettent de prevoir la forme de/~u' Le temps 

t et la viscosite v etant les param¢tres de base, I'~paisseur de transfert de la quantit¢ de 
mouvement (¢paisseur de couche limite) est • 

(236) d u = 

En appliquant la relation (193) on trouve donc • 

1237/ p Lu 

ce qui donne ici • 
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. 4 (238) L u = @ 

5.3 .  C o u c h e  l imi te  a v e c  d i f f u s i o n  

L'~quation d'interface est ici, pour I'~coulement au dessus d'une plaque plane, en r~gime 
stationnaire ' 

A 

+ YL = W y  (239) 

avec ' 

(240) 

oo 

J'y = IX (Y-Y+)dy 

L'analyse dimensionnelle nous permet d'~crire une formule analogue ~t (232) : 

( 2 4 1 )  J y = - K y p U o o x • Y J l  LJ,/ ( (:'U,,~,v. , ,~ 

G~n~ralement la fonction ~ est un produit de puissances de sorte que • 
A o,. b 

(242) = -  eu., ITy]] R, ,  S. 

En r~gime laminaire, a est ~gal ~ (- 1/2) et la puissance best  diff~rente suivant que le 
nombre de Schmidt est petit ou grand devant I'unit~. 

Par exemple, si le nombre de Schmidt est petit, la couche limite de diffusion est tres 
~paisse devant la couche visqueuse, de sorte que la vitesse peut ~tre consid~r~e comme 
constante dans la zone de diffusion. On a alors la valeur (- 1/2) pour b. 

On obtient donc, si Y+ = 0 et Y. = 1 • 

( 2 , 3 ,  = 

Les calculs exacts donnent ce m~,me r~sultat avec • 

(244)  K y  -" 

Si le hombre de Schmidt est grand, la puissance b devient ~gale & (- 2/3). Ces r~sultats 
sont reliables ~ ceux d~j~ obtenus pour le coefficient d'~change et pour le nombre de Sherwood. 
On obtient imm~diatement, en calculant ~)~y/c~x, I'expression du nombre de Sherwood • 

Vt. Scb+ 1 (245) Sh = I,t'..~y Re x 
.9. 

valable pour les couches limites laminaires. Ce r~sultat donne la signification physique du 
coefficient Ky. 
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7. INTERFACE PRESENTANT UNE RESISTANCE AU PLISSEMENT [11], [58] 

Lorsque I'on peut admettre en premiere approximation que le champ des d~formations 
resulte d'un champ de distributeurs de vitesses, il est commode d'utiliser la m~thode des 
puissances virtuelles. On obtient par ce moyen I'~quation du bilan de la quantit~ de mouvement 
et I'~quation des moments. 

Les r~sultats sont applicables ~. des interfaces solides d~formables. Le cas particulier des 
membranes souples conduit ~ des r~sultats d~j~. ~tablis. 

Le principe des puissances virtuelles s'exprime comme suit • 

(246) ~'~ *(i) * ,.~*(e) = a "  

c~'a*(i) • puissance des efforts int~rieurs. 
~* (e)  ' puissance virtuelle des efforts ext~rieurs 

a* • puissance virtuelie des quantit~s d'acc~leration 

D~terminons d'abord la puissance virtuelle des efforts int~rieurs. Pour cela nous 
d~finirons un champ de vitesses virtuelles ~ partir d'un champ de distributeurs d~fini sur 
(s) • 

(247) { ~_~*} =. ~'J 

et le distributeur des taux de d~formations correspondant sera • 

2,8  o.t / t t  
~*( i)  sera obtenu en multipliant {,,~*} par un champ de torseurs d'~l~ments de r~ductlon T et 
~ ,  tous deux tenseurs sym~triques, de sorte que • 

On a Ovidemment : 

(250) 

(251) 

On salt que • { ~ .  ( ~  =-~i=o 

~ ('P ® ~)=o 
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On peut d~composer ces tenseurs Y'~, P."", "~'® ~ et 
un tenseur quelconque du second ordre, on obtient • 

(252) "~= '~+~®'N '+ 'N- '®~ '  + p NIDN 

~7f/® "~* comme suit. P ~tant 

avec ' 

(252) fi.~'---0", ~.E-- ~".h"= o 

(254)  

II s'en suit que • 

Y = + ® + + F N®N 

p.= + + N ® m + m N ® N  

- "  - "  - "  3°[(a ~ F)  "-" " "  I* = D* ( ~ u ® v * +  ®N) + + ~N] 

( d ~ ' )  -- o .  + ~ io'~-" N) 

Ona: 

(255) 

O.  N = MN ="~*.~'="O* .N'="0" 

N.D* = N. ®* = 0 

Finalement • 

(256) ~* ( i )  = J ~  { E ' : ~ *  +"~'. (~  + I "~*) + ' -M"~ ' *  +'~'. e'*} d,F- 

Les significations des divers tenseurs de contraintes apparaissant clans cette expression 
seront donn~es plus loin. Auparavant nous allons transformer cette expression de mani~re ~_ 
faire apparaitre les vitesses virtuelles ~* e t -~* .  Les conditions pr~c~dentes permettent 

- "  ""e* -"d* ~*.  d'exprimer les tenseurs D* et ainsi que les vecteurs et 

(257)  

D*ij = (8ii 3 - N i Ni~ ) (v'j,13 - v*ec,l 3 Noc N]) 

d* i = N] (<3ii 3 - N i Nl3)V*j,13 

®*ji  = (ai l~ - Ni NI~)((°*j,13 " c°*(z,13 Noc Nj) 

O* i = Nj (8 i i  3 - N i N]3)co*j,]3 
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(258) 

On d~montre alors que • 

D*= ~/I " "  • , , ( ~  .(v*.,~) - 

" "  e'= ~ .(~*. M' -"~*. ~;~ .M 

~.---~.. ~ .~x-~ 

En utilisant le th~or~me de Stokes-Ostrogradsky, on a finaiement ' 

~o= ~~.[~.~+ ~.~'~)l+~'.[ ~..+ v~,.(,®,~ / 
(259)  

La puissance virtuelle des efforts extOrieurs sera donc de la forme • 

(260)  

(261) 

La puissance virtueile des quantit~s d'acc~l~rations est • 

z. 

(262)  

Les ~quations du mouvement se d~duisent directement du principe des puissances 
virtuelles : 

(~'+ E ~ . ~ ' = f "  

La signification des efforts ext~rieurs est la suivante • 

~ ,  densit# surfacique de forces 
-~: densit# surfacique de couples, "~.~J~= 0 
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T • densit~ lin~ique de forces 
~':  densit~ lin~ique de couples, "~.E'= 0 

T 

Figure 12 

-~'et "~sont des contraintes (tenseurs) surfaciques, 
-I~ret "~'caract~risent les moments fl~chissants. 

On aurait pu s~parer la partie normale v~_ ~ et la partie tangentielle"~')/ du vecteur 
vitesse virtuelle. Cela nous aurait conduit ~. distinguer les contraintes normales et les 
contraintes tangentielles. On peut ~galement effectuer cette d~composition ~. partir des 
equations du mouvement, 

Les ~quations ~. la lisiere (c) nous montrent tout d'abord qu'en posant ' 

(263) T = T// + T~ N 

on a'  

(264) ( ~".~'= ~zf 
~.~'= T.I.. 

T## est une densite lineique de forces ext6rieures appliqu~es tangentiellement, T~. est une 
densite lin~ique d'efforts tranchants (normaux & (S)). Le tenseur ~-"est le tenseur des tensions 
(ou tenseur des contraintes de membranes). Le vecteur'~est le vecteur des efforts tranchants. 

(265) 

Les termes de I'~quation aux moments • 

M.n= 

sont tous_~tangentiels. Le vecteur ~"a ~te d~fini comme une densit~ lin~ique de couples. Le 
tenseur M est le tenseur des flexions (ou tenseur des contraintes de flexion). 

Dans la premiere ~quation du mouvement, le vecteur-~'est dO aux actions de contact et 
aux forces surfaciques & distance • 
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En I'absence de ces derni~res et si ron d~compose pen ~/etPiN, p/! repr~sente la 
densit~ des efforts tangentiels (de viscosit~ si les milieux en contact sont des fluides par 
exemple) et P.L r~sulte des efforts normaux ,~ ~ .  On a" 

I2671 v,,. ~ - ( v,~..~. ( v,,. ~'),. 

(268) -~ " "  "-~ - "  ~ "-~ "-" 

On ~tablit ais~ment que' 

(269) 

Ainsi • 

(270) 

Darts I'~quation des m=om_.~ents, le vecteur N ^ g est tangent ~. ~ .  D'autre part, seules les 
parties tangentielles de Vt/.Metde ~/#.(~'x'~ interviennent darts I'expression de la 
puissance virtuelle correspondante (puisque ~'* est tangent contrairement ~.'~'*). On a doric' 

(271) 

~ / .  

_ ~ " -  ~7® N + . ~  ..--o 

Pour bien saisir la signification de ces diff~rents termes appliquons ces r~su[tats ~. quelques 
cas particuliers. 
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le r  exemple : plaques en L:Eluilibre, 

On a' 

/Y 
On obtient • 

Figure 13 

(272) 

~ , ~  4. ~ = o 

~.~ .].~ = - r .  

Le vecteur m n'~nterv)ent pas. G~nOralement, on pose Q = e3^ g. 

, , p . # . - ~  -,-~. = o  

D'autre part, on peut obtenir les ~uations des poutres droites en effectuant 
I'intersection du plan (E) par un plan contenant"~3, le plan d~fini par-e" 1,'E 3 par exemple. 

• 

Tousles efforts sont alors parall61es ~. ce plan et les moments sont su~vant e 2. AIors"~"est 
reffort normal (~ la section droite),~l'effort tranchant et'-~ le moment fl~chissant. 

2eme exemple : Surface cyl ndnque d axe e 3 avec efforts perpend~culatres ~ I'axe et 
moments suivant~ 3, ~. I'~quilibre. 
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Figure 14 

On est darts un cas plan assimilable ~. celui d'un milieu curviligne plan. Soit s I'abscisse 
curviligne. On trouve : 

(273) 
t do" - " ~  

4.,s 
a~ ,~+ = o  

g=& 

M=~ 

I'effort normal (~. la section droite du milieu curviligne) 

effort tranchant l sur (c) 

moment fl~chissant J 

Figure 15 
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3bme exemple : interface souple 

Tousles moments sont nuls. On trouve'l~'A g = 0 c'est-~.dlre que g est nul de m~me que Tj., 
II n'y a pas d'efforts tranchants, ~videmment. Les ~quations deviennent • 

c2741 _ _ % . o" , .  ÷ ¢, ( ~ ' _ ~ ' )  ® ( ~ : _  . 
o~e 

o~J"f'f'est la force surfacique due & la gravit~ par exemple. 

L'~quation (274) peut ~,tre dc~duite directement du systd~me (123) appliqu¢~ & un milieu 
simple. 



CHAPITRE 11 : 
NOTIONS SUR LES ECOULEMENTS POLYPHASIQUES 

Les ~coulements polyphasiques : ~coulements gazeux avec particules solides ou liquides, 
~coulements liquides avec bulles de vapeur ou particules solides ou liquides d'une autre phase, 
mettent en jeu les ~changes entre phases, les r~actions chimiques, les d~sint~grations et 
agglomerations de particules, les interactions diverses entre celles-ci. 

La description des ~changes fluide-particule est un probl~me en soi et n~cessite une 
mod~lisation & I'~chelle de la particule pour d~terminer par exemple les effets de frottement, 
la vitesse de r~gression d'une goutte en combustion, etc. II faut ensuite traduire ces lois 
d'~change ~ I'~chelle du m~lange polyphasique et ~crire les ~quations du bilan, puis les 
r~soudre. 

Diverses m~thodes sont utilis~es pour ~tablir les ~quations du bilan ~ partir des 
propri~t~s ~ I'~chelle de la particule. Citons celles qui consistent ~ partir d'une ~quation de 
bilan probabiliste analogue ~ celle du chapitre 3 et & appliquer la densit~ de probabilitY, 
v~rifiant cette ~quation, aux diff~rentes grandeurs [9], [59]. 

Dans ce chapitre nous traiterons d'abord des ~quations du bilan macroscopiques en 
utilisant la m~thode du d~but du chapitre 3. Les seuls ~changes envisages sont ceux de quantit~ 
de mouvement et de chaleur et les particules sont d'une seule faille. Les formes des lois de 
comportement compl~mentaires sont d~duites des principes de la thermodynamique 
irreversible (chapitre 2). Ces ~quations simplifi~es sont appliqu~es ~ deux probl~mes types 
que I'on peut r~soudre sans I'aide de I'ordinateur. 

Trois exemples de probl~mes sont ensuite ~tudi~s ~ I'~chelle de la particule. Les deux 
premiers sont reiatifs aux ~changes de quantit~ de mouvement et de chaleur et les coefficients 
d'~change respectifs sont d~termin~s, ce qui precise les lois de comportement ~tablies en d~but 
de chapitre. Le troisi~me probl~me est celui de la combustion d'une goutte de combustible en 
atmosphere comburante au repos et uniforme ~. I'infini. Les r~sultats obtenus sont interpr~t~s 
et compar6s ,~ ceux d'exp~riences. Mais ce module n'est pas utilis~ ensuite pour ~tablir les 
~quations de bilan d'un milieu polyphasique comprenant des ~changes de masse 
fluide-particule en combustion. Les calculs sont trop complexes dans ce cas et d~bordent le 
cadre de cet ouvrage. 

Le type d'~quations obtenues dans ce chapitre et les m~thodes utilis~es ont bien entendu 
leurs limites. Tant que le r6gime de I'~coulement est bien continu et r~gulier, analogue ~ un 
r~gime laminaire de fluide homog~ne, les ~quations du bilan obtenues sont valables moyennant 
les hypotheses choisies au d~part (faible fraction volumique en particules notamment). Mais 
sous I'effet de contraintes ext~rieures, telles que la variation du d~bit, des agglomerations 
importantes peuvent apparaTtre, des poches fluides ~galement. L'agitation du milieu peut 
devenir tr~s forte et les ~quations etablies sont alors insuffisantes pour faire face ~. la 
situation. Ce chapitre ne rend pas compte ~galement des ph~nom~nes transitoires, il ne traite 
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pas des cas o~ la taille ou la concentration en particules sont grandes. Notons que des 
recherches sont en cours sur ces questions et que de nombreux probl~mes restent ~. r~soudre. 
L'ambition reste donc tr~s limitde, mais les quelques cas trait~s sont cependant significatifs ~. 
la fois de la complexitd et de ce qu'il est possible de faire assez ais~ment. 

1. MODELE SIMPLIFIE D'ECOULEMENT AVEC PARTICULES [59] 

On suppose une seule sorte de particules ind~formables, isothermes, sans changement de 
phase ni r~action d'adsorption ou de d~sorption. Le fluide est un gaz inerte assimilable ~1 un 
fluide parfa~it, sauf & I'extr0me voisinage des particules sur lesquelles il exerce une force de 
frottement F et auxquelles il communique la quantit~ de chaleur Q par unit(~ de temps et dans 
I'unit~ de volume. 

En dehors de ces termes d'(~changes chaque constituant se comporte comme un fluide : gaz et 
fluide de particules, de vitesses respectives ~'g et-'~'p. Les masses volumiques sont rapport~es 

au volume de m~lange. Les particules n'interagissent pas entre elles et il n'y a donc pas de 
pression interparticulaire. 

1.1. Variables caract6risant I'(~coulement 

Une particule de m~lange est un syst~me composite ~. I'~chelle macroscopique. Elle 
comprend deux constituants : la phase fluide et la phase condens~e, ensemble de particules tr~s 
petites, assimilable ~ un fluide. Dans ce paragraphe nous envisageons un gaz pour la phase 
fluide et les grandeurs s'y rapportant seront d~sign~es par I'indice g, mais les ~quations 
g~n(}rales du bilan qui seront ~tablies sont valables aussi dans le cas d'un liquide tant que la Ioi 
d'~tat n'est pas pr~cis0e. La phase condens~e sera d~sign~e par I'indice p. 

] ' ~  J~p p'YI1 l, 
~ -  

On d~finit d'abord des grandeurs 
sp(~cifiques pour chaque "fluide" 

=ml~,_ /u.p, Up ~tant la masse 

d'une particule condensOe el Vp son 

volume 6gal ~. 413 ~ r 3 si celle-ci est 
sph~rique de rayon r. q~p est la masse 

totale d'esp~ce condens~e dans un petit 
volume de contr61e (la particule de 
m~lange) et~-p le volume correspondant 

o"esp~ce condens~e. On aura de m0me : 

/2) 

pour la phase fluide. 

Figure 1 
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Soit "~= "~g + ~p  le volume consid~r~ de m~lange, on d~finit les masses volumiques 

partielles dans le m~lange : 

(3) ¢~ = ~ p / 4  = U-~- )  r . -  

(4)  

et la masse volumique moyenne du m~lange : p = pg + pp. 

La porosit6 ~ ou ~g du m61ange est : 

is )  ~- = ' ¢ ~ / ' , "  = ? ~ / C ' ~  

on peut d~finir ~galement : 

(6) ~ , =  ~ '~ /a -  = ~-e 

Nous admettrons dans ce qui suit que ~ est voisin de I'unit~. 

En moyenne, dans une particule macroscopique de m~lange, la phase condens~e aura la 
vitesse'~p et la phase gazeuse la vitesse~g. 

L'~tat thermodynamique de la phase condens~e sera d~fini par la seule temp6rature Tp 

alors que celui de la phase fluide sera d~fini par Tg et Pgs' On a donc, pour les ~nergies 

internes par unit~ de masse : 

(7)  { e~,= e~, (%) 

, d e~s = C= c~ TI~ 

o~J c c est la chaleur sp6cifique massique de la phase condens~e, et : 

(8) 
(~s  ~- 

S'il s'agit d'un gaz parfait, la ioi ~nerg~tique fondamentale est d~duite des lois d'~tat 
suivantes : 
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(9) t ~ =  09 r[}T~ , d%=c, a% 

Les 6changes entre phase condens6e et phase fluide so_~nt de deux types Iorsque les 
particules condens6es sont ind~formables : force de frottement F et chaleur Q apport~e par le 
fluide aux particules par unitO de volume de m61ange. Chaque constituant ayant sa vitesse 
propre, on ddfinit les d6riv~es particulaires : 

(io) 

1.2. Equations de bilan 

1.2.1. Bilans des particules 

Pour le fluide de particules, en rabsence d'interaction entre les particules condens6es, la 
pression interparticulaire n'intervient pas. La tempdrature est en moyenne celle des 
particules condensdes ~ I'int6rieur desquelles elle est suppos~e uniforme. 

En suivant le mouvement d'un domaine(~p/connexe de ce fluide de particules on a doric 

(11) ~ I?p4~t ---o 
dt:r 

d'oO I'on dtduii, comme au chapiire 3 : 

(1 2) (masse) 

Le bilan de la quantit6 de mouvement sera : 

(13) --- J 

En tenant compte du bilan de masse, on en d6duit : 

(1 4) ~)~, c[ t , ~  f~(::: = ~ (quantit~ de mouvement) 
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Pour I'dnergie, il faut tenir compte du flux de chaleur apport~ par le gaz ~i I'esp~ce 
condens~e et de la puissance de la force~: 

(ts) 

on en d~duit I'~quation locale : 

En multipliant scalairement par ~'p les deux membres de I'dquation de la quantit~ de 
mouvement et en retranchant membre tt membre de celle de I'~nergie on a : 

(1 7) ~, o~,e~,/~LL = ~ (~nergie interne) 

Remarquons que'l~et Q, qui sont des flux gaz/espL=ce condensee, doivent en fait ~,tre considOr~es 
comme des productions dans le mOlange. 

1.2.2. Bilans de la phase gazeuse 

L'~tablissement des bilans du gaz implique que I'on suive cette fois un domaine (~p) dans 

son mouvement. 

Les ~quations obtenues sont alors Iocalement : 

(1 8) 89 ~'o~ + ~(~ ~ ' .  q.T~ =. O (masse) 
4 £  

(1 9) {~ o ~  + ~ ~ = _ F" (quantitd de mouvement) 

(20) {o~ d<l(~P-~s* /2-. -t- V . ( £  . = - Q - - F ' . n , . T p  (~nergie) 

, : I t  

(21)  p~r cl,~ E~, + p ~'. ~ = _ Q  _ F .  ( ~  _ (~nergie interne) 
4 t  

puisque les flux de chaleur sont opposes et que le point d'appiication de la force se d~place avec 
la phase condens~e. 

1.2.3. Bilan d'entropie et relations ph(~nom6nologiques 

L'expression du taux de production d'entropie du m~lange est importante pour la 
d~termination des lois compl~mentaires qui fournissent les expressions de ~ et Q. 
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Ni les particules, n i l e  gaz n'(}tant si~ges de processus irr~versibles, les seules 
irr~versibilit0s ont lieu au cours des ~changes gaz/particules. On a donc : 

(22) (~ ~,~,, /a~ + E~ a:~%,/~t~= Q~ >io 

Les lois thermodynamiques conduisent ~ : 

(23 )  
, e ~  "= (% 

En utilisant ces relations de Gibbs et les ~quations du bilan, on obtient donc:  

(24) % : ( ~,, ~ ¢',, 

Les principes de la thermodynamique des processus irr~versibles nous autorisent 
envisager les lois lin(~aires suivantes Iorsque les forces gi~n~ralis~es ne sont pas trop 
grandes : 

Q : L . l ( . l  4 

(25)  _ . , .  

Les bilans d'~nergie interne et de quantit~ de mouvement du fluide de particules nous 
donnent alors : 

(26 )  

Posons : 

(27 )  

L~ 

f,~%% 

temps de relaxation thermique et de frottement respectivement. On a finalement : 
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(28 )  

(29)  

,~ ; r~  _ - r~  _-r~. 

. J E  -CT 

on remarquera que le rapport "~T/.~.est analogue ~ un nombre de Prandtl. 

Les ~quations du bilan peuvent donc ~.tre ~crites sous forme finale, ce qui conduit au 
syst~me : 

~lr~'p 

a~f~+ r,~ ~ . ~ .  = o 

4t at 
( 30 )  

d L  ~ ' ( ~  . . . .  

o1~, : ;~ - "  - "  ..... = ,o-~ -E~, 

, , e  -c r 

quant au taux de production d'entropie, il devient : 

Deux cas limites sont ~ consid~rer. 

- A I ' ~ q u i l i b r e  gaz/particules, les forces g~n(~ralis~es s'annulent ce qui signifie Tg = Tp et 

Vg --Vp, les particules, tr~s petites, sont entraTn~es par le gaz et ont la m~me temperature 

que celui-ci. Les ~quations de bilan du m~lange sont identiques ~1 celles d'un fluide parfait de 
vitesse"~="~g =-~p, de masse volumique p = pg + pp de pression pe t  de temperature T = Tg = 

Tp. Les lois d'~tat obtenues sont diff~rentes de celles du gaz. 

Des ~quations du bilan de masse des particules et du gaz on d~duit (puisque"~p ='~g --~) : 

= 
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pour chaque particule du m~lange. II s'ensuit que : 

Si le coefficient ~,(est uniforme d'une particule & i'autre et si le gaz est parfait, on obtient : 

~ -  T = @ ~ T  , e. = e'~'~'Cer = E ~ T  

Ces r~sultats montrent que dans ce cas le m(~lange se comporte comme un gaz parfait de 
chaleur spdcifique : 

et de masse molaire : 

- Une aut re  s i tuat ion conduisant ~ W s = 0 est celle o0 les flux g~n~ralis6s Q et F sont nuls, 

ce qui conduit d'aprOs (14) et (17) ~. Tp = cte et v"*p = cte. Le mouvement des particules n'est 

pas influenc~ par celui du gaz, les ~changes avec celui-ci sont en queique sorte f igds. C'est le 
cas de tr~s grosses particules. 

En dehors de ces deux cas extremes, il faut tenir compte de routes les ~quations du 
problOme et les temps de relaxation -c T et "c v interviennent. 

1.3. Application ~ I'dtude des petits mouvements 

La configuration de r~fdrence est celle de I'~quilibre gaz/particules. Elle est donc 
caract~ris~e par : 

(on suppose que le gaz est parfait). Les perturbations sont d~signOes par rindice (1) ce qui 
donne : 

(32 )  

~'~ = ~ ,  , __ % ,  , =-to , % ,  , T,. = T o .  , . ,  

Le syst~me d~crivant les petits mouvements est donc : 

0 
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(36 )  '~ q.t-p~ = ~ ,  . .'O-t,. I 

(37)  ~T~ _ -r~, _T~,+ 

(40 )  m,,  :~o -%~ : ~ , - % ,  , p>--- ~</@ 

L'~quation (33) est la seule ~quation faisant intervenir Pp l '  L'~quation (35) peut Otre 

r~cr i te ,  moyennant (39) et (40) : 

0 

en conbinant avec (32) on obtient I'int~grale premiOre : 

I42) -%, + ~ ( ~ ,  _ c~-~)% 

En combinant cette derni~re ~quation avec (38) on a : 

Le taux de production d'entropie, donn~ au paragraphe 1.2 est nul au second ordre pr~s. II 
s'en suit que : 

( 4 4 )  Yr., ~.-"Sf'4 + ~ ~ t .  = 0 

ou encore : 

(45 )  .~ + ~3%~ = 0 
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Puisque : 

(46)  

ona:  

t 
.% = ~ Lo~T.,_ % Lo~ (%.  c ~- 

(47)  

ce qui redonne I'int~grale premiere (42) et n'apporte rien de plus. 

Les ~quations (37) et (42) nous donnent : 

(48) ~T,,.~ = %~T C- ×~Tr,  + ~-,eo -to ~,  _%,) 
Le systeme b r~soudre est donc le suivant : 

(49)  

~ k  

~Tt, t = 
~ e  

Eliminons Pgl el Vg 1, il reste : 

(50) 

= 0  

Posons alors : 

T~, ='TV e - 
(51) 
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Le syst~me n'a de solution que si I'~quation complexe suivante est v~rifi~e : 

( 52 )  - ~ .  ¢, =- {'(~J~4"~c"d"G'r'~{ "I + LoS'6",u "~) ,avec:  

# 

(5 3) C~ = "~ ~.~rTO , carr~ de la c~l~rit~ du son dans le gaz. 

Le nombre complexe K est tel que : 

(54)  k / , o  =  /cCo  c 

o0 c est la cOlOrit~ de I'onde et co~,(co) son amortissement par unit~ de Iongueur (idem 9.4.2.). 

Lorsque la fr6quence est voisine de z~ro on obtient une valeur r~elle : 

( 5 5 )  co _ 

La perturbation est suffisamment lente pour que le m~lange ait le temps de revenir 
I'~quilibre. La c~l~rit~ c est celle de I'Oquilibre c e. 

Lorsque o~ tend vers I'infini, on trouve ~galement une valeur rOelle : 

(56)  c = <o 

La perturbation est si rapide que les particules n'ont pas le temps de reagir. On est dans le 
cas "fig~" et la c~l~rit~ du son est celle du gaz. 

L'allure de la courbe c(~o) d~pend des ordres de grandeur respectifs de "~T et "~v- 

Remarquons que c o > c e car 7 > 1. 

Pour des particules tr~s petites et I~g~res, la cOlOrit~ du son sera, pour des fr~quences 
finies, proche de c e. Alors que pour de grosses particules, plus difficiles ~. d(~placer, elle sera 

plus proche de c o. 

La figure 2 donne les rOsultats pour des valeurs particuliOres des coefficients Iorsque le 
nombre de Prandtl est ~gal ~. 2/3 ce qui correspond ,~ : 
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h +)(,~ 

_Z__ 

. . . . . .  , , , . , 

-10 -1 0 +" 

Log ~'~,~,. 

+10 

2vc~ ~f~j 
ct~) 0,5' 

-10 

~,= 0,4 
J3 = 0,55 
• ,(= 1,2 

..~...~o7 ~ 
-1 O+1 +10 

Figure 2 - Courbes de dispersion et d'absorption pour une suspension 

1.4. Ecou lement  ~ d(~phasages constants  dans  une tuy~re 

L'hypoth~se de I'~coulement par tranches a ~t~ utilis~e au chapitre 5. On suppose que les 
param~)tres sont approximativement uniformes dans toute section droite 7_,(x). En r~gime 
permanent, les ~quations g~n~rales forment le syst~me suivant : 

(57) 

(d~bit de particules) 

(d6bit de gaz) 

(quantit~ de mouvement) 

~p"o p A (cc ~.l. .~_ l ~ ~,ly} ~__T Cc? r~ + 47~ ~ = / (~nergie) 

r¢~, c~,ly'~, = ,'0-,~_ ©f, (relaxation des vitesses) 
d ~ %',u- 

h~-f, c~T't, = ~ (relaxation thermique) 

ol ,)(_ "(;T 

On pose g~n~ralement mp =~ mg. Les quantit6s mg et)( sont constantes. 
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Nous ne traiterons pas ici de la solution gOn~rale qui r~sulte de rint~gration num~rique. 
On a un probl~me analogue ~. celui de I'~coulement r~actif du chapitre 5 avec, cette fois, deux 
ph~nomOnes de relaxation. 

Nous chercherons plut6t des solutions analytiques sans nous imposer le profil de tuy~re 
I:(x), celui-ci sera consequence des hypotheses. 

Un exemple classique est celui de la tuy~re ~. d~phasages constants (J.R. Kliegel). On 
suppose que : 

t (58) q = (To-T, r ) / ( T o -T~) = C.. 'E~- 

L'~quation de relaxation des vitesses nous donne alors : 

(59) 
A-~ ,.f... 

L'~quation de relaxation thermique fournit : 

(60) 
d "r-- q ~;v 

(on admet qu'en x = 0, Vp = Vg = 0, Tp = Tg = To). 

Or, I'~quation de I'~nergie s'int~gre pour donner, compte tenu des expressions de Vp et Vg : 

(61)  T o - T p  - ( ' 1 + ~ 1 £ ) q  ( 4 - ~  ~ 9 2 -  

En rempla~ant T o - Tp par cette expression de la forme T o a 2 x 2 et Vp par la valeur 

trouvOe plus haut, dans I'~quation de relaxation thermique, on obtient la condition : 

(62)  o 4-,ft. 4- = 0 

'~ ~v q "Or 

entre les d~phasages q et n. 

La temperature Tg est telle que : 

(63)  T o - T ~  = A + K ~ e -  ( '4- 'n  ~ £ 
\ / 
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En utilisant alors I'~quation d'dtat du gaz et r~quation de la quantit~ de mouvement on peut 
alors ddterminer le profU de la tuy~re, celui de la pression et ceux des masses volumiques pp 

et pg. Le calcul exige une simple quadrature pour trouver T.,(x). 

Ainsi I'~quation de la quantit~ de mouvement s'Ocrit : 

(6~) 7__ ae, ~_ ~% ~-_k% (~+~(.~) = o  

La masse volumique partielle du gaz est : 

et I'~quation d'&tat donne : 

d'ob dp/dx el I'~}quation diff~}renfielle : 

(67) (4-(:1.~ e" } 'X. ~,Y-./~ + (4-  be'x_~-) ~ = 0 avec : 

(68)  

quantit~ que nous supposerons positive. 

( 6 9 )  OL - ~ _--T--- 

Le col de la tug,re correspond a rabscisse : 

(7o) % = ,~/~ 

En posant : 

(71)  o~=  4 ( b ~ _ - l )  = c_~,+~¢~q 

(on suppose (~ > 0). on obtient donc : 

(72) 

>-(.~) = 

dZ.  

o~,~ 

,t + ;~,~ - '1  
4~)~m z 
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Un tel profil de tuy6re est repr~sent~ sur la figure 3, le convergent et le divergent sont 
tr6s ouvert et le col est tr~s long. 

5 

4 

£ 

,t 

0 

1 
! 
I 
I 

4 k 
Figure 3 - Profil de tuy6re ~ d~phasages constants 

oc 

Dans les dcoulements r~els de tuy~re, les d6phasages ne sont pas constants comme le 
montre la figure 4, o~ I'on constate notamment que nes t  inf~rieur & 1. 

Supposer que n < 1 est une hypoth6se justifi6e dans les 6coulements acc~l~r~s. Cela nous 
assure que le second membre de (68) est bien positif ainsi que le coefficient c~ d~fini par 
(71) .  

Col II Point 
n,D1, ] ~ ~ " ~  ~ ' ~  g e o m e t r i ~  

~., o II 

3 ~:~ o I ~: 2 o 

0 1 ] ~=25. 

dp= 2,4 IJ 
~6 =0,45 
~' =1,25 

=o,65 
M =33 
To =3200°K 

2 x r 

Figure 4 - D~phasages dans une tuy6re 

La pr(~sence d'un point singulier au voisinage, mais en aval du col, est caract~ristique des 
~coulements relaxes. Cette singularit~ correspond ~ I'~galit~ entre la vitesse de I'~coulement et 
la c~l~rit~ du son fig~e. Le fait que cela ne se produise pas exactement au col rend plus difficile 
la d~termination des d~bits critiques. 
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2. PROBLEMES A L'ECHELLE D'UNE PARTICULE 

Dans le paragraphe 1, les expressions de la force F et du flux de chaleur Q agissant sur lee 
particules par unit~ de volume du m~lange, ont ~t~ d~duites de lois ph(~nom~nologiques. Deux 
temps caract~ristiques '~v et'~T sont apparus sans que leurs valeurs puissent ~tre pr~cis~es. On 

obtient ces valeurs en ~tudiant le probl~me ~. r~chelle de la particule condens~e. La th~orie 
fournit des expressions qui sont g~n~ralement corrig~es par des formules empiriques. 

Si ron sort quelque peu des hypotheses simplificatrices du paragraphe 1, on est confront~ 
la presence de nombreux ph~nom~nes qui seront dvoqu~s par la suite. L'un d'eux est la 

variation de masse des particules sous I'effet de r~vaporation ou de la condensation. Le cas de la 
goutte en presence d'une flamme de diffusion sera ~tudi~e. Dane chacun de ces probl~mes la 
particule sera suppos~e sph~rique. 

2.1. Force exercde par un fluide cur une particule sph~rique [60], [61] 

Le fluide sera d'abord suppos~ incompressible et plusieurs situations seront ~tudides 
avant de parvenir ~ une formule r~aliste. 

2.1.1. Fluide parfa i t  incompressible  

Une sphere placee dans un @coulement stationnaire de fluide parfait en mouvement 
irrotationnel de vitesse ~. rinfini U~ n'est soumise qu'aux forces d'Archim@de. Le mouvement 

du fluide n'induit aucune autre force. Si Rest  le rayon de la sph@re, la force est donc dirig@e 
suivant la verticale ascendante e ta  pour valeur : 

(73)  q "IT" ~'~ 

L'~coulement est descriptible ~. I'aide de la fonction de courant ~ ou du potentiel de vitesses ¢, 
tous deux harmoniques. ~ v~rifie r~quation : 

(74)  ,~q) 4- ~ -~ .  4 9 ~  --___0 

II resulte de la superposition d'un doublet d'intensit(~ K = -2~ U= R 3 : 

(75)  LF __ fK ,¢.~z(~ _ ~. _.~ 
4~ ~_ 4~ ~ 

et d'un ~coulement uniforme : 

On obtient alors : 

(77)  



310 

Les variables x, y et r sont d(~finies par la figure 5. Cette solution n'est valable que dans le 
cas de la sym~trie cylindrique d'axe Ox. 

PX:~' 

Or.-- ~/. cos O 

Figure 5 

Si au lieu d'etre immobile dans un ~coulement uniforme ~1 I'infini, la sphere a un 
mouvement de translation uniforme de vitesse-~'A dans une atmosphere immobile £1 I'infini, le 

r~sultat est le m~me dans un r6f~rentiel li6 ~1 la sphere. Si V A n'est pas constant, le champ de 

I'~coulement se d~termine ~, tout instant de mani~re analogue, mais I'intensit~ du doublet est 
variable au cours du temps, il en r~sulte I'existence d'une force provenant de I'acc61~ration de 
la sphere. Cette force, proportionnelle ~t I'acc01~ration "~A,fait intervenir une masse induite. 

Pour obtenir sa valeur, il faut passer du syst~me d'axes dans lequel est observ~ le mouvement 
de la sphere, au syst~me d'axes li~ ~ la sphere (Fig. 6). 

Figure 6 

On a alors : 

(78) 
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On ~crit qu'en un point quelconque de la surface, la vitesse normale relative de 
I'~coulement est nulle, c'est-~-dire : 

(79 )  

ou encore : 

(80) 

Le potentiel : 

R~ V A co~, e (81 )  ~ - t .~  2- 

v~rifie cette condition. On obtient donc pour ~ : 

(82 )  ~ = _ R. ~ VA, AM 

,,) AM ~ 

Notons que : 

(83 )  "hAM/ f ' ~ t  = - V/~ 

L'application de I'~quation de Bernoulli instationnaire permet de calculer les efforts 
exerc~s sur I'obstacle. Seul le terme a(i)/at donne un r~sultat non nul, outre la force 
d'Archim~de d~j& ~voqu~e. On a : 

Les deux derniers termes disparaissent de l'expression de la force par raison de sym~trie 
et il reste : 

La masse induite,~lJest ~gale tl la moiti~ de lamasse qu'aurait la sphere si elle ~tait 
remplie du fluide exterieur. La force d'inertie induite X' existe ~galement en presence de fluide 
visqueux mais son expression est alors diff~rente. 

2.1.2.  F lu ide  v i s q u e u x  i n c o m p r e s s i b l e  

Les particules d'un ~coulement diphasique sont entraTn~es par le fluide vecteur, 
principalement sous I'effet des forces de frottement visqueuses. Dans la plupart des cas le 
nombre de Reynolds, construit sur la vitesse relative gaz/particule et leur rayon ou leur 
diam~tre, est tr~s faible. Au voisinage de la particule les forces d'inertie du fluide sont donc 
n~gligeables devant les forces de viscosite, de sorte que les termes non-lin~aires de I'~quation 
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de la quantit~ de mouvement sont n~glig~s. Le syst~)me d~crivant 1'6coulement stationnaire est 
donc en premiOre approximation : 

( 8 6 )  o[(v "-~ 0 
cO- = 

Ces (~quations sont a la base de la th(~orie de Stokes qui permet un calcul correct de la force 
de frottement. L'(~coulement obtenu n'est en revanche pas tr(~s satisfaisant dans la mesure oO, 
d'une part les lignes de courant restent tr~s perturb(~es loin de la sphere et d'autre part aucun 
sillage n'est obtenu, ce qui est contraire aux observations exp(~rimentales. Pour obtenir une 
meilleure description loin de la sphere on a recours ~. la th(~orie d'Oseen qui prend en compte la 
convection induite par la vitesse ~. I'infini. Si celle-ci est U=, on a alors le syst(~me : 

_ _ .  + = 

(87 )  t cL~  " ~ ' = 0  

ce qui revient ~l lin~ariser les termes d'inertie. 

Etablissons d'abord le syst~me complet d'~quations dans le cas g~n~ral, sans n(}gliger les 
termes non lin(~aires et darts le cas d'un 6coulement de r~volution. Les variables utilis~es sont 
celles du paragraphe precedent. Afin d'~liminer la pression on consid~re le rotationnel des 
deux membres de I'~quation de la quantit~ de mouvement qui devient : 

(88) ~ "  + ~ot ( ~ ^ ~ ' )  = ~ A 

avec: cO = 4/£ q3- , -2 = 

L'~quation de continuit~ devient : 

(89  "~ ~ ~" ~ ~,'0- = - 0  

ce qu~ donne la fonction de courant ~ telle que : 

(90) ~ =  & ~ ~ ~ 

On montre qu'alors le vecteur ~'est port~ par le vecteur k formant avec i et j un tri(~dre 
trirectangle direct (Fig. 7), 
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L. 

,'x. 

Figure 7 

et que sa coordonn(~e suivant Oz est : 

(91) o J -  4 ~'q) " a ~  ~1 ~ 

L'~quation en ~'devient alors : 

(92) ~ "b'-'~ "ao~ ~ u~ , ~  ~ ~z ~ ~ 

Ces deux derni~res ~quations permettent d'~tudier I'~coulement. Le passage aux grandeurs sans 
dimensions fair apparaitre le nombre de Reynolds : 

(93) Re_ = U,o R / V  

Iorsque I'on prend ies grandeurs de r~f~rence suiva~tes : temps R/U~o, vitesse : Uo~, 
Iongueur : R, fonction de courant U,,oR 2, tour~illon : Uoo/R. Sans changer les notations les 

~quations pr(}c~dentes donnent ies relations sans dimensions suivantes : 

(94) ~ "~ q ~  ~ "~ q~r 

(95) ~ + . ~  + . ~  ~ ~ R e ~ ( ~ ~ _ ~ _ ~  

Dans le cas de la th(~orie de Stokes, les termes convectifs du second membre de I'~quation 
(96) disparaissent (Re--~ 0) et celle-ci devient : 

(96) cb~o3v'( + ' ~ ' - ~  - 4 ~ ' ~  - O  

C'est la m#}me 6quation que (74) v6rifi~e par la fonction de courant d'un fluide parfait 
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incompressible irrotationnel ; ~ est remplac~ simplement par coy. On connait donc une solution 
particuli~.re, celle du doublet, de la forme : 

(97 )  CO~ - 

que nous adoptons. 

L'(~quation (95) donne alors : 

(98 )  ~o~ ~ ~u2 ~o~ e ~qJ ~ ~ 0  
~ ~ ~ 0  ~ ~ 2 ~ 0  ~ O  

En posant : 

( 9 9 )  

on obtient : 

( 100 )  t_ . ~ ( . )  _ I,C 

La r~solution est immediate. En tenant compte des conditions aux limites au niveau de la 
sphere o~'~-- 0 : 

(tot) u~(~,e)--o , ~ ( ~ , e ) = o  

et des conditions ~ I'infini oO ~ = y2/2, on obtient la valeur K = -3/2 pour I'intensit6 du 
doublet et la solution : 

Les termes en r 2 et 1/2r sont identiques ~1 ceux d'un ~coulement irrotationnel de fluide 
parfait, il s'agit de la superposition d'un ~coulement uniforme et d'un doublet. Le terme 
-3r/4 sin20 est sp~cifique. On le d~signe parfois sous le nom de Stokelet. 

Le champ des vitesses ~tant connu on peut calculer les efforts agissant sur la sphere en 
~crivant par exemple que leur puissance est ~gale a la puissance dissip~e par viscosit~ : 

(1 03) U~ X = J~ 

On obtient la force de Stokes (en variables dimensionnelles) : 

(105) X = ~ - E F  u,,o ~' 

La force par unit~ de masse est alors : 
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F x 9 .,~. u,~ 
( 106 )  -- = • - 

Soitl en remplagant U,~ par Vg -Vp 

( 107 )  F = (~p n.T$-,'O'-p 

avec : 

(IO8) z;~ = ~ R~C~,,/9 ff 

C'est I'expression du temps de relaxation de frottement donn~ par la th~orie de Stokes. 

Dans la th~orie d'Oseen le syst~me, sans dimensions, & resoudre devient : 

( 109 )  ,-~ ,~ z. ~ ~4# 

La solution d'Oseen pour la sphere est la suivante : 

- . ~  (4-~.5e) 
) 

On retrouve I'ecoulement uniforme, le doublet et un dernier terme sp~cifique d~signe parfois 
sous le nom d'Oseenlet. 

La force r~sultante est plus difficile & calculer. Citons les expressions suivantes : 

( 110 )  

(Goldstein, 1929). 

( 111 )  
8 qo 

(Proudman et Pearson, 1957). 

Nous ne commenterons pas ici ces r~sultats. 
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On utilise fr6quemment des formules empiriques induisant un coefficient correctif par 
rapport au temps de relaxation de Stokes ('Cv)Stokes : 

/ 1 1 2 )  = ± (- 

Carlson et Hoglund donnent par exemple ~ ' v  en fonction du nombre de Mach et du nombre 

de Reynolds construit sur le diametre des spheres : ReD = 2 Re 

- (113)  ~ .  = (4~-0,45R~_ . . ' l , r e ~ , ( o , § £ ? M  -~'('3 

4,,- , Re.  ( %8~.~-4,~_8 es~.(-4,~-5 R e . M ' t ) )  

D'autres formules empiriques existent. 

Les effets d'acc(~l~ration des particules conduisent ~. une modification de la force. En 
partant de la th~orie de Stokes et en posant u" = v'-~g - v"~ on obtient pour des particules 

condens~es dans un gaz : 

4: 

dn~p 

Notons que dans ce cas on a g~neralement, sauf au point critique, Pgs << Pps et les termes 

additifs instationnaires sont tout a fair n~gligeables. 

2.2. Echanges thermiques 

Dans la th~orie de Stokes les termes convectifs sont negliges. Si I'on fait de m#.me pour 
~tudier le transfert thermique, on est conduit ~ determiner le flux thermique pour une 
particule spherique au repos de temperature T o plong~e dans une atmosph@re fluide immobile 

~ M 

Figure 8 

T,., 
de temperature T~ & grande distance de la 

particule (Fig. 8). Le seul ph~nom~ne present 
est la conduction thermique clans le fluide. 

L'~quation du probleme se reduit tl : 

(115)  V ~" -[- --~ 0 

Soit. en coordonnees spheriques : 



317 

La solution est, pour une sphere de rayon unite : 

(117) T=-T~ 4- mo-T~ 

Le flux de chaleur & travers une sphere de rayon r quelconque est constant et egal a : 

(118)  Q = - # ~ . ' t .  ~ ~k '~.__T = _ f--f£~k ( T o _ T )  
~,r.. 

II s'agit d'un flux de chaleur de I'interieur vers I'exterieur de la sphere. 

Le nombre de Nusselt Nu est defini par : 

(11 9) N~. = ~ "]3/"~ 

o6 D est le diametre de la sphere et o~ le coefficient d'echange par unite d'aire, & la surface de la 
sphere. On obtient donc : 

(1 20) Nu~ --- ,e_. 

Pour tenir compte de I'ecoulement, I'analyse dimensionnelle (voir 8.6.2.) nous donnera : 

(121)  

avec: 

(1 22) u.= £.<o--4 

et, d'apres le theoreme de Vashy-Buckingham : 

Pour tenir compte du fait que, pour U= = 0, on obtient Nu = 2, il faut prendre o~ - 2k/D 

au lieu de o~ pour definir H~. Avec une Ioi en puissance pour ~, on obtient alors : 

4-,tJ3- 
(124)  ~/LE = ~ + A ~ e  ~_ 

En regime laminaire, v = 1/2 et pour des spheres solides 1 - w = 1/3. 

La formule de Carlson et Hoglund, plus elaboree, tient compte du nombre de Mach et donne: 
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(125 )  Nu. ,= ,e_ 4 +,. O~&'50 ~e. = .e ~"~T 

4 4- 6 , 8 q  t,4 

Connaissant le coefficient d'~change o~ par unit~ d'aire, on peut calculer le flux de chaleur 
par unit6 de volume de particule : 

(1 26) O. - "5~Z , 
R 

D'apr~s 11.1.2. on a : 

(1 27) ~ ~,~ c~ = (T~ -T~,) 
~T 

On en d~duit donc I'expression de "~T : 

( 128 )  ~ T  = ~f '~  cc 

2.3. Combustion d'une goutte de combustible en atmosphere comburante 
[14] 

Soit une goutte sph~rique de combustible homog~ne H dans une atmosphere de comburant O. 
La combustion a lieu suivant la r~action chimique : 

H + 0  -~ P 

Les coefficients stoechiom6triques sont pris egaux ~ un dans le seul but de simplification, mais 
la th~orie qui suit est la m~me avec des coefficients stoechiom6triques diff~rents. Une flamme 
de diffusion peut ~tre entretenue en r~gime quasi-stationnaire. Nous supposerons la sym~trie 
sph~rique. Ce probl~me est I'analogue sph6rique du probl~me d'Emmons du chapitre 8. 
L'~nergie mise en jeu par la r6action au niveau de la flamme est diffus6e vers la surface de la 
goutte, provoquant ainsi son ~vaporation et la liberation du combustible gazeux H. La pression 
est suppos~e constante et la temperature de la goutte uniforme et constante, c'est la 
temperature T I de vapeur saturante. A I'infini, la temperature est T o et la fraction massique 

du comburant est Yooo. A la difference du probl~me d'Emmons, il n'y a pas de convection forc6e 

et I'~quation de la quantit~ de mouvement n'est pas prise en compte. 
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Y0~ 

Figure 9 

La masse volumique de la phase condens~e ~tant Pc et le rayon de la goutte r I, le d~bit 

masse de gaz ~. travers la sphL, re de rayon r Iest : 

( 129 )  ,~ = d 6 "~ - q-T1- ~_~ d ~  

Si I'on admet que rh est une fonction de r I on en d6duit, par simple integration, I'~volution 

du rayon de la goutte en fonction du temps. Les observations exp~rimentales et la th~orie 
ci-dessous montrent que I'on a : 

( 130 )  ,~ .- ~ P,-(~. 

Des deux derni6res ~quations, on d~duit donc que : 

e.,. 
= _ ( 131 )  

avec : 

( 132 )  

Cette d~croissance de rl ~, lineaire en fonction du temps peut aussi 6tre observee 

exp~rimentalement. 

L'analyse th~orique utilise I'approximation de Shvab-Zeldovich pr~sent6e au chapitre 7. 
Rappelons que I'on trouve : 

13j ~tant une variable de concentration et 13 T une variable de temperature : 
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T 

$ 
On fait I'hypoth~se d'un nombre de Lewis ~gal ~ 1 : 

g est suppos~ constant. 

Les conditions & la limite (surface de la goutte) sont analogues ~ celles du probl~me 
d'Emmons. On obtient donc le syst~me suivant : 

~,~ '~D~ = & = 
t 

(138) 

Posons : 

,m d~- 

(139) ~ = ~ / 4 r r < ~  

On obtient pour la quantit& PT - 13o : 

( 1 4 0 )  o~" (~T. {~{ ) /  /O~'~£ .I- O [ ( ~ ) r - ~ o ) / O l ' ~  = 0 

soit : 

(141) ~ , -~0  = A , +  ~,~- e_ 

Alalimite r =  • (~ = 0 ) , o n a  : 

En r = r I, la condition ~. la limite s'~crit : 

= AT+B I- 
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ou encore : 

(144)  -- "E:)T e.- ~'~ = #k L/At-t 

A cette limite, on a aussi : 
_'~_ 

(145)  ~1-~' = A~-+ ~:>r P-- 

puisque 13ol = 0, le comburant ~tant enti~rement consomm~ au niveau de la flamme. La 

temperature T (donc 13T) est connue. 

On d~duit donc les valeurs : 

146)  t 

Soit encore : 

AT =pTe_~ ALlaH 

+ ALIA")  

On prouve ainsi le r~sultat annonc~ au d~but : 

(1 48)  ,~  = K ' f  ~t_ 

et la relation : 

?_ 

avec : 

(150) 

La difference 13 T - 13 o ~volue, elle, suivant la Ioi : 

(151)  ~ r - j ~ o - - T r ( + A L / b I - I - ~ o , < , + ~ ' r e . t - A L / A H )  P__~ 
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L'~tude de 13H -13o nous donnera la position de la flamme pour iaquelle on admet les 

hypotheses : 

flamme mince 
combustion stoechiom~trique : 13H = 13o 

On trouve bien entendu : 

( 1 5 2 )  = A + e 

A et B sont d~termines en ~crivant les conditions & I'infini et au niveau de la goutte : 

(153 )  t 
--po~, = A ÷ I ~  

(la goutte est constitute du seul corps pur H). 

De ces trois relations on tire : 

( A = - ~ / J ~  
(1 54) 

et la valeur de la fraction massique YH1 au niveau de la surface de la goutte, donn~e par : 

155) 

La position de la flamme sph~rique est donn6e par : 

Les profils de concenlration et de temperature sont oblenus comrne suit : 

Pour r I < r < r f o n a 1 3  o = O e t ~ . = O , d o n c :  
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(158)  I e 
oO les quatre coefficients ont ~t~ d~termin6s pr6c6demment. 

Lorsque rf < r, on a toujours ~ = 0, par ailleurs JBH= 0. Alors : 

( 159 )  ~ "  = A T - A  + ( ~ - r - - ' B ) ~  - ~  

On voit qu'avec I'hypoth~se de la flamme mince r~active, ce qui suppose une r~action 
infiniment rapide, les 6volutions sont gouvern6es par les processus de convection et de 
diffusion et la r~action chimique n'intervient que par I'~nergie qu'elle met en jeu. II n'en 
serait pas de m~me avec une flamme de pr~meiange obtenue avec une goutte de m~lange par 
exemple, car le d~bit de combustion d6pendrait alors 6galement de la cin~tique chimique 
comme on I'a vu Iors de I'~tude des ondes de d~flagration (chapitre 7). 

i 

0 0 rl rf 

Figure 10 

Les profils th~oriques obtenus ici sont repr~sent6s sur la figure 10. Les r~sultats de cette 
th~orie ont ~t6 compares ~. ceux des experiences r~alis6es par Kumaga[ dans des conditions de 
microgravit~ satisfaisantes (Fig. 11). II est en effet indispensable que la gravit~ soit absente 
ne serait-ce pour respecter la sym~trie sph~rique. 

On constate un bon accord avec la Ioi de r~gression lin~aire du carr~ du rayon de la goutte 
en fonction du temps (equation (149) et (150)). II n'en est pas de m~me en ce qui concerne le 
rapport rf/r I du rayon de la flamme h celui de la goutte. Contrairement h ce qu'indique la 

formule (157), le rapport rf/r I n'est en fait pas constant. 

Des calculs plus ~labor~s prenant en compte le caract~re instationnaire du processus et 
les variations des coefficients de transfert en fonction de la temperature [62] [63], 
conduisent h des r~sultats qui sont en meilleur accord avec les experiences et permettent de 
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prevoir des combustions en satellite, de plus Iongue dur~e (Fig. 12). Notons que les valeurs de 
r Iet de rf/r I sont tr6s importantes pour d~terminer les performances d'un moteur fus6e dans 

! 
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Figure 11 - Resultats exp&imentaux : goutte d'heptane, diam6tre initial 1 mm 

lequel I'ecoulement comprend des gouttes condens6es en combustion. L'~volution du rayon de la 
goutte en fonction du temps conduit en effet a la connaissance du temps de combustion et de la 
Iongueur du foyer. Le rapport rf/r I indique les interactions possibles entre les gouttes en 

combustion dans 1'6coulement. 

Les th6ories pr~cedentes ne s'appliquent en effet qu'en I'absence d'interaction. 

Quant aux effets de couplage entre I'ecoulement et le processus individuel de la goutte en 
combustion, ils sont bien plus difficiles a 6valuer. 
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~6 ~ O~ S ' m m  
p = 1 bar  

0,5 t (s)  

F igure 12 - Compara i son  entre les r~sul tats  theo r iques  
instat ionnai res,  a coef f ic ients  de t ransfer t  var iab les ,  

et les r~sul tats exp~r imen taux  [ 6  4 ] 
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p. 18 Formule après 76

d Ej = TdSj − pdV j + μjdnj

p. 79 Rayleigh (thermique)

Rath = GrthPr

Rayleigh (chimique)

Raconc = GrconcSc

p. 97 Remplacer toute la page par:

(95)

{
V = (Ay + B) eK y + (C y + D) e−K y

θ = − G
4 k K

{[
−A y2 −

(
2B − A

K

)
y + E

]
eK y +

[
C y2 +

(
2D + C

K

)
y + F

]
e−K y

}



Le respect des conditions aux limites impose:

(96)
σTG h2

kμ
= 8Kh(Kh ch (Kh) + �h sh(Kh)) (Kh − sh(Kh) ch(Kh))

(Kh)3 ch(Kh) − sh3(Kh)

On voit apparaître le nombre de Marangoni:

(97) Ma = σT Gh2/kμ

et sa valeur critique Mac (Figure 13).

Nous ne donnerons pas ici une analyse plus détaillée de ce problème qui relève
des techniques classiques utilisées pour les instabilités dans les fluides. Notons
que la mise en évidence du nombre de Marangoni peut être faite directement par
l’analyse dimensionnelle. Enfin, dans la réalité le phénomène est généralement
tridimensionnel.

Notons que ces couplages entre la tension superficielle et l’écoulement de flu-
ide ont lieu également en présence de gradients de concentration et justifient d’un
traitement analogue.

Figure 13 Courbes de stabilité neutre dans le cas d’un fond isotherme (Pearson 1958).
On pose: α = Kh, Nu=�h.

p. 144 Equation (76)

�∇ ·
⎛
⎝∑

j

ρj �vj hj − λ �∇T

⎞
⎠ = 0



p. 251 Equation (26)

�∇//⊗�V =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

h1

(
∂v1

∂x1
+ v2

h2

∂h1

∂x2
+ v3

h3

∂h1

∂x3

)
1

h2

(
∂v1

∂x2
− v2

h1

∂h2

∂x1

)
0

1

h1

(
∂v2

∂x1
− v1

h2

∂h1

∂x2

)
1

h2

(
∂v2

∂x2
+ v3

h3

∂h2

∂x3
+ v1

h1

∂h2

∂x1

)
0

1

h1

(
∂v3

∂x1
− v1

h3

∂h1

∂x3

)
1

h2

(
∂v3

∂x2
− v2

h3

∂h2

∂x3

)
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

p. 257 Equation (69)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂�e2

∂x3
= −h3,2

h2
�N = 0

∂�e1

∂x3
= h3,1

h1
�N = 0

p. 313 Equation (95)

∂2 ωy

∂x2
+ ∂2 ωy

∂y2
− 1

y

∂ωy

∂y
= Re y

(
∂ω

∂t
+ u

∂ω

∂x
+ v

∂ω

∂y
− ω v

y

)

p. 320 Système (138), 2ème et 3ème equations

dβj

dr
− d

dr

(
4πr2g

ṁ

dβj

dr

)
= 4πr2

ṁ
ζ
.

dβT

dr
− d

dr

(
4πr2g

ṁ

dβT

dr

)
= 4πr2

ṁ
ζ
.

p. 321 Equation (147)

ṁ = 4πgr� Log
[
(βO∞ + βT�) 	H

/
	L + 1

]

p. 327 Réf. [25]

PEARSON, J.R.: “On convection cells induced by surface tension”, J. Fluid Mech.,
4, 1958, 489-500.

The online version of the original chapter can be found at
http://dx.doi.org/3-540-19327-8
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